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СРАВНЕНИЕ МОДЕЛЕЙ СТОХАСТИЧЕСКОГО 

ПРОЦЕССА, ПОСТРОЕННЫХ С 

ИСПОЛЬЗОВАНИЕМ СИСТЕМЫ MATLAB 

ГАДАСИНА Л.В. 

РОССИЯ, САНКТ-ПЕТЕРБУРГСКИЙ ГОСУДАРСТВЕННЫЙ УНИВЕРСИТЕТ 

Аннотация: При построении моделей важно, чтобы они соответствовали 

определенным требованиям, поэтому необходимо проводить их валидацию и 

верификацию, даже при использовании встроенных средств моделирования 

прикладных пакетов. В данной работе проводится сравнительный анализ модели 

стохастического процесса, построенной в пакете MATLAB, двумя разными 

способами. 

Ключевые слова: модель, стохастический процесс Орнштейна-Уленбека, 

MATLAB. 

Abstract. Constructing models demands that they fit certain requirements, therefore 

it is necessary to accomplish their validation and verification, even in the case when 

special built-in tools for modeling are used. The paper presents a comparative analysis 

of the stochastic process model constructed in MATLAB in two different ways. 

Key words: model, Ornstein-Uhlenbeckstochastic process, MATLAB. 

Для построения и апробации многих моделей, в частности финансовой 

математики, требуется строить имитационные модели  стохастических 

процессов с различными свойствами. Одним из таких процессов является 

стационарный гауссовскиймарковскийпроцесс Орнштейна-Уленбека 𝑈(𝑡) , 

который является решением стохастического дифференциального 

уравнения Ланжевена (Langevin) 

𝑑𝑈(𝑡) = −𝜆𝑈(𝑡)𝑑𝑡 + √2𝜆𝑑𝑊(𝑡),𝑡 ≥ 0, 
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где 𝑊(𝑡)  – стандартное броуновское движение, начальное значение 𝑈(0)  – 
независящая от 𝑊(𝑡)  стандартная нормальная случайная величина, 𝜆 > 0  – 
параметр вязкости. 

Для моделирования траекторий процесса Орнштейна-Уленбека можно 

воспользоваться его дискретным аналогом, являющимся авторегрессией 

первого порядка и определяемым рекуррентно: 

𝑈(0) = 𝜀0, 

𝑈(𝑛 + 1) = 𝑒−𝜆𝑈(𝑛) + √1 − 𝑒−2𝜆𝜀𝑛+1,                          (1) 

где 𝜀0, 𝜀1, …  – независимые одинаково распределенные случайные величины, 
имеющие стандартное нормальное распределение. 

Удобной средой для моделирования является созданный компанией 

MathWorks пакетMATLAB, в которомв EconometricsToolbox имеются 

встроенные функции, предназначенные для построения подобных 

моделей. Для построения модели траектории описанного процесса 

необходимо воспользоваться функциямиhwv и simByEuler, задав 

необходимые параметры. Сравним качество моделирования с помощью 

встроенных функций и с применением в MATLAB формул (1). 

Оценим статистически дисперсию и автокорреляционную функцию 

полученной модели процесса Орнштейна-Уленбека для разных параметров 

𝜆, (0 < 𝜆 < 1) . Затем сравним полученные оценки с теоретическими 

характеристиками: 

 дисперсией 𝐷{𝑈(𝑡)} = 1, 𝑡 ≥ 0, 

 автокорреляционной функцией𝑟(𝑠, 𝑡) = 𝑒𝑥𝑝{−𝜆|𝑡 − 𝑠|}. 

В таблице 1 приведены абсолютные погрешности оценок дисперсии 

смоделированного процесса для разных значений параметра λ при объеме 

выборки 2500 (оценивание характеристик обеих моделей проведено по 

одинаковым методикам, учитывающим свойство стационарности процесса 

Орнштейна-Уленбека). 
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Таблица 1 

Значения λ 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 

Моделирование 
встроенными 
средствами 
MATLAB 

0.05 0.09 0.23 0.26 0.24 0.43 0.57 0.67 0.78 

Моделирование с 
помощью формул 
(1) 

0.01 0.02 0.05 0.02 0.08 0.01 0.01 0.01 0.02 

Следует обратить внимание, что ошибка оценки дисперсии первой модели 

растет с приближением значений вязкости процесса к 1. Это означает, что 

при этих значениях λ процесс, смоделированный с помощью встроенных 

функций, имеет шум 𝜀𝑡, который дает неустранимую погрешность: 

полученный процесс имеет вид �̃�(𝑡) = 𝑈(𝑡) + 𝜀𝑡, откуда получаем 

𝐷{�̃�(𝑡)} = 𝐷{𝑈(𝑡)} + 𝐷{𝜀𝑡} + 2 ∙ 𝑐𝑜𝑣(𝑈(𝑡), 𝜀𝑡), 

причем если шум не зависит от процесса𝑈(𝑡), то 

𝐷{�̃�(𝑡)} = 𝐷{𝑈(𝑡)} + 𝐷{𝜀𝑡}. 

Оценим суммарную ошибку модели в метрике𝐿2 вида 

𝐸𝑅2 = ∑ (𝑟теор(0, 𝑖) − 𝑟оцененное(0, 𝑖))
2𝑛

𝑖=1 . 

Введем следующие обозначения: 𝐸𝑅2
(1)

 – ошибка модели, полученной с 

помощью встроенных функций MATLAB, 𝐸𝑅2
(2)

 – ошибка модели, 

полученной с помощью формул (1), ∆= 𝐸𝑅2
(1)

− 𝐸𝑅2
(2)

. Результаты 

оценивания приведены в таблице 2. 

Полученные оценки показывают, что в целом модель, построенная с 

помощью специальных функций, имеет худшие характеристики по 

сравнению со второй моделью. 
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Таблица 2 

Значения λ 𝐸𝑅2
(1)

 𝐸𝑅2
(2)

 ∆ 

0.1 0.509 0.456 0.053 

0.2 0.159 0.110 0.049 

0.3 0.139 0.116 0.023 
0.4 0.056 0.048 0.008 

0.5 0.115 0.040 0.075 

0.6 0.129 0.059 0.07 

0.7 0.106 0.025 0.081 
0.8 0.131 0.026 0.105 

0.9 0.138 0.021 0.117 

Таким образом, несмотря на большие возможности различных прикладных 

пакетов, позволяющих создавать сложные модели, необходимо проводить 

валидациюи верификацию получаемых результатов. 

Список литературы: 

1. Булинский А.В., Ширяев А.Н. Теория случайных процессов. – М.: ФИЗМАТЛИТ, 
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2. Русаков О.В. Вводные понятия и простейшая модель стохастической финансовой 
математики. – СПб.: Издательство СП-го университета, 1997. 
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AGE DETERMINATION OF HANDWRITTEN 

INSCRIPTIONS AND STAMP IMPRESSIONS ON 

DOCUMENTS USING RAMAN SPECTROSCOPY AND 

GAS CHROMATOGRAPHY 

KOCHEMIROVSKIY V.A., KIRILLOVA E.O., GORSHKOVA K.O., TUMKIN I.I. 

RUSSIA, ООО «TRANSREGIONAL ECONOMIC AND LEGAL ASSOCIATION» 

Abstract. At the present day, taking into account yearly increase of forensic science 

institutes workload, demand for high efficiency analysis methods introduction is more 

pressing than ever. This paper introduces non-conventional method of age 

determination of  handwritten inscriptions and stamp impressions on documents. 

Keywords: forensic document examination, age determination of document 

processing, age determination of handwritten inscriptions on document, writing 

media, chromatography of objects of forensic analysis, spectroscopy of objects of 

forensic analysis, Raman spectroscopy. 

Research was conducted on handwritten inscriptions and stamp impressions 

applied with gel pen or capillary pen inks, ballpoint inks and stamp inks colored 

black and blue, containing specific dyes, applied to letter paper documents that 

were kept under the following conditions: (20±5) °C temperature,  (70–95) % 

relative air humidity, (730–780) mmhg atmospheric pressure, no direct exposure 

to light, UV radiation and chemical reagents. 

Research algorithm includes dye type identification based on Raman spectrum 

appearance according to empiric classification used further in figures 1 – 3, 

tables 1 – 3 and measurement of relative intensities of lines for wavenumbers 

corresponding to particular dye type. 
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Figure 1. Raman spectra of writing media samples No. 1–10 containing 

phtalocyanine water-soluble and alcohol-soluble dyes, obtained at 785 nm 

laser radiation wavelength 

Table 1 – Characteristic lines of writing media containing phthalocyanine water-

soluble and alcohol-soluble dyes 

Line 
No. 

Characteristic 
lines frequency 
ranges, cm-1 

Lines relative 
intensity* 

Line 
No. 

Characteristic 
lines frequency 
ranges, cm-1 

Lines relative 
intensity* 

  M   M 

  M   M 

  M   W 

  M   S 

  M   W 

  S   W 

  M   S 

  W   W 

*S - Strong; M - Medium; W - Weak. 
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Figure 2. Raman spectra of writing media samples No. 1–10 containing 

triarylmethane dyes, obtained at 532 nm laser radiation wavelength 

Table 2 – Characteristic lines of writing media containing triarylmethane dyes 

Line No. 
Characteristic 
lines frequency 
ranges, cm-1 

Lines relative 
intensity* 

Line 
No. 

Characteristic 
lines frequency 
ranges, cm-1 

Lines relative 
intensity* 

1 526 W 10 1176 S 

2 563 W 11 1308 M 

3 684 W 12 1369 S 

4 729 M 13 1448 W 

5 765 M 14 1488 W 

6 805 S 15 1536 M 

7 915 S 16 1587 M 

8 974 W 17 1620 S 

9 1079 W 18 1721 W 

*S - Strong; M - Medium; W - Weak. 
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Figure 3. Raman spectra of writing media samples No. 1–10 containing 

phtalocyanine pigments obtained at 785 nm laser radiation wavelength 

Table 3 – Characteristic lines of writing media containing phthalocyanine 

pigments 

Line 
No. 

Characteristic 
lines frequency 
ranges, cm-1 

Lines relative 
intensity* 

Line 
No. 

Characteristic 
lines frequency 
ranges, cm-1 

Lines relative 
intensity* 

1 483 M 11 1008 W 

2 594 W 12 1109 W 

3 642 W 13 1144 M 

4 680 S 14 1195 W 

5 716 W 15 1217 W 

6 747 S 16 1307 W 

7 780 W 17 1340 S 

8 832 W 18 1450 M 

9 849 W 19 1522 S 

10 954 M 20 1721 W 

*S - Strong; M - Medium; W - Weak. 

Measurements of characteristic lines relative intensities were conducted using 

Raman spectroscopy. Raman spectra of handwritten text and stamp impressions 

were registered in the  440 – 1735 cm-1 range at 532 nm and 895 nm excitation 
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wavelengths. Under these conditions general view of a spectrum is mainly 

determined by dye content of  writing media [1, с. 947-951]. 

As time passes, dye degrades due to oxidation, hydrolysis and degradation 

(break up of large molecules into smaller fragment due to photoinitiated redox 

reactions) [2, с. 133]  processes, thus allowing to use ratio of Raman spectra 

characteristic lines for expert assessment of written inscription date 

With the aid of device software, characteristic lines wavenumber values of 

studied ink Raman spectra were determined at 785 nm and 532 nm laser 

wavelengths. Characteristic line relative intensity was recorded using the “strong 

(S) – medium (M) – weak (W)” scale. Identification of writing medium dye type 

(phthalocyanine alcohol-soluble and water-soluble dyes, triarylmethane dyes 

and  phthalocyanine pigments) was conducted via comparing appearance and 

position of Raman spectrum characteristic lines of a sample with data from 

tables 1 – 3. 

Writing media dye types were identified by match between wavenumbers and 

relative intensities of all the strong (S) and medium (M) lines with data listed in 

aforementioned tables. 

Conducting measurements by this algorithm ensures Raman spectra relative 

intensities measurement results in the range and with precision criteria listed in 

table 4 in confidence interval  Р = 0,95. 

Table 4 – measurement range, repeatability factor, intermediate precision and 

measurement accuracy  

Measurement 
range of  
difference 
between 
characteristic lines 
relative intensities 
X 

 
Repeatability 
factor(repeatability 
mean square 
deviation), σr 

Intermediate precision 
factor (mean square 
deviation of intermediate 
precision), σRЛ 

Precision factor 
(limits of  
measurement 
absolute error), 
± , at Р = 0,95 

 -2,5 – 2,5  0,11 0,16 0,25
X

 + 0,09 
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