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Pf¥edmluva

Tento text byl napsan jako skripta Univerzity Karlovy v Praze k predndsce STP 050 Teorie
pravdépodobnosti, kterd je prednasena na Matematicko-fyzikalni fakulte.

Ucebni latku v rozsahu uvedené pfedndsky obsahuji kapitoly 1 az 18. Na né navazuje kapitola 19
shrnujici ruzné zpusoby charakterizace rozdéleni nahodné veliciny a kapitola 20, kterd pripomina néktera
klasicka rozdéleni pravdépodobnosti. K textu prednasky je pripojen strucény piehled matematického
aparatu, ktery je v predndsce pouzivan, kapitola 23, seznam pouzité literatury, kapitola 24, a priklady,
kapitola 25.

Text je dale rozsiten o kapitolu 21 o lokalnich limitnich vétach, které maji siroké uplatnéni ve fyzice,
a o kapitolu 22, obsahujici diikaz Prochorovovy véty. Tyto kapitoly nejsou sice soucdsti vykladu prednasky
ale jsou zarazeny do skript pro ziplnéni jejich obsahu. Navic technika, zde pouzita, byva predpokladdna
v pokrocilej§ich kurzech teorie pravdépodobnosti.

Petr Lachout
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Pouzité znaéeni

N ...pfirozena cisla,

N, ...pfirozena c¢isla s nulou,
Q ...racionalni ¢isla,

7 ...cela cisla,

R ...redlna piimka,

R, ...nezaporna redlnd cisla,
..roz8itend realnd piimka,

.. komplexni ¢isla,

& a =

.borelovska o-algebra realné piimky,

B* ...borelovska o-algebra R¥,

B ...horelovské o-algebra rozsifené realné pifmky,

B(E) ...borelovska o-algebra metrického prostoru E,

G(F) ...mnozina v8ech otevienych mnozin metrického prostoru F,
F(E) ...mnozina vsech uzavienych mnozin metrického prostoru E,
K(E) ...mnozina vech kompaktnich mnozin metrického prostoru E,
T4 ...identifikdtor mnoziny, jevu,

Idg ...identita na mnoziné FE,

clo(A) ...uzdvér mnoziny A,

int (4) ...vnitfek mnoziny A,

A(A) ...hranice mnoziny A,

(-, ) ...oznaguje skaldrni soucin vektoru v R¥,

| - | ...absolutni hodnota,

| -] --..euklidovska délka vektoru v R¥,

z', A’ .. .transpozice vektoru, matice.



1. Axiomaticka definice pravdépodobnosti

Teorie pravdépodobnosti se zabyva studiem ndhodnych jevu a jejich limitnim chovanim. Vytvari tak
nastroje pro matematickou statistiku, ekonometrii a ostatni védni obory, které zpracovavaji empiricka
data a te$i praktické problémy a tlohy. Abychom mohli popisovat nejen konkrétni nahodny pokus, ale
téz i jeho limitni chovani, zavadime nésledujici pojem pravdépodobnostniho prostoru.

Definice 1.1 (A.N. Kolmogorov 1933): Trojici (Q, A, P) nazgvime pravdépodobnostni prostor, jestlize
QO je neprdzdnd mnozina, A C 29 je o-algebra a P je mira na A, P(Q) = 1.

Standardni terminologie: w € ) - elementarni jev, A € A - ndhodny jev, P - pravdépodobnostni
mira, P(A) - pravdépodobnost ndhodného jevu A, () - nemozny jev, Q - jisty jev.
Rikame, 7e dva ndhodné jevy A, B jsou neslucitelné, kdyz A N B = ().

Pro praktické ucely jsou dulezité dva zakladni typy pravdépodobnostnich prostori.

Priklad 1.2: Mnozina ) je nejvyse spocetnd. Zde neni problému s volbou g-algebry A. Volime ji piimo
jako A = 29. Pravdépodobnostni mira P je pak uréena pravdépodobnostmi elementdrnich jevii, tj.

P(4) =) p(w) pro kazdé A € A,
w€eA

kde 0 <p(w) <lprow€Nay, opw) =1
Takovy pravdépodobnostni prostor nazyvame diskrétnim pravdépodobnostnim prostorem.

A

Priklad 1.3: Q e B¥, A =B"NQ = {Ae€B* : 4AC Q} a pravdépodobnostni mira P je generovéna
hustotou pravdépodobnosti f : Q — R, tj. f > 0 je lebesgueovsky integrovatelnd funkce a fQ flw)dw =1,
predpisem

P(A) = /Af(w) dw pro kazdé A € A.

Takovy pravdépodobnostni prostor nazyvame spojitym pravdépodobnostnim prostorem.

A
Pravdépodobnostni prostor je vlastné pouze pomocny objekt. Nage znalosti a pozorovani modelujeme
pomoci ndhodnych veli¢in.

Definice 1.4: Necht (Q, A, P) je pravdépodobnostni prostor a (E,E) je méritelny prostor. Budeme rikat,
Ze zobrazeni X : Q — E je ndhodnd velic¢ina (ddle jen n.v.) s hodnotami v (E, ), jestlize je méritelnd, tj.

[XeB:={weQ: X(w)eB}y=X""Be Aprokazdé B€E.
Tento fakt budeme vyznacovat zapisem X : (2, A) — (E,E).
Definice 1.5: Je-li X n.v. s hodnotami v (E,E), pak zavddime pojem rozdéleni (pravdépodobnosti) n.v.
X jako pravdépodobnostni miru Px definovanou na £ predpisem Px(B) = P(X € B) := P([X € B]) pro
Bef.
Jiné pouzivané znaceni je Px = L(X) = L(X |P).
Lemma 1.6: Kdyz X je n.v. s hodnotami v (E, ), pak (E,&,Px) je pravdépodobnostni prostor.

Dikaz lemmatu je ponechdn na ¢tenari.



Umluva 1.7: Pro n.v. X s hodnotami v (E,&) zavedeme ndsledugici terminologii:

Je-li (E,E,Px) diskrétni pravdépodobnostni prostor, pak rikdme, Ze n.v. X md diskrétni rozdélend.

Je-li (E,E,Px) spojity pravdépodobnostni prostor, pak rikime, Ze n.v. X md spojité rozdélend.
(Musi bijt E€B* a £ =B*NE.)

Budeme fikat, e X = (X1, Xo,..., X)) je (k-rozmérng) ndhodny vektor, je-li n.v. s hodnotami
k k

v ( X E,Q 52’) :
=1 i=1

Budeme tikat, e X = (X;,1 € N) je ndhodnd posloupnost, je-li n.v. s hodnotami

(2 m®8).

€N ieN

Budeme tikat, z2e X = (X¢,t € T') je nahodni proces indexovany T, je-li n.v. s hodnotami

v <X Et, ®Ef>
teT  ter

Budeme tikat, Ze X je redlnd n.v., je-li n.v. s hodnotami v (R, B).

Budeme tikat, e X = (X1, Xo,...,Xy)" je (k-rozmérny) redlng ndhodny vektor, je-li n.v. s hodno-
tami v (R* B*) pro néjaké prirozené éislo k.

Budeme tikat, ze X =(X;,1 € N) je redlnd ndhodnd posloupnost, je-li n.v. s hodnotami v (]RN, BN).

Budeme tikat, e X = (Xy,t € T) je redlny ndhodny proces indexovany T, je-li n.v. s hodnotami
v (]RT,IRT).

Budeme 7ikat, Ze X je zobecnénd redlnd n.v., je-li n.v. s hodnotami v (R, B).

Budeme tikat, zZe X je komplezni n.v., je-li n.v. s hodnotami v (C,B(C)).

V imluvé pouzivame souc¢inové o-algebry. Definice tohoto soucinu je uvedena v dodatcich jako A.10.
Kazda n.v. ma své rozdéleni pravdépodobnosti. Muzeme se ptat, zda ke kazdé pravdépodobnostni

mife existuje n.v., kterd ji ma jako své rozdéleni. Odpovéd je kladnd.

Véta 1.8: Necht (E, &, ) je pravdépodobnostni prostor. Potom existuje n.v. X takovd, 7e jeji rozdéleni
je PX = M.

Diikaz: Polozme (Q,A,P) = (E,&, ) a X = ldg.
Pro B € £ dostdvame Px(B) = P(X € B) = P(B) = u(B).

Q.E.D.

Konstrukce pouzita v dukazu véty se nazyva kanonickd konstrukce n.v.
Rozdéleni pravdépodobnosti ¢asto se vyskytujici v praxi maji své ustalené nazvy, viz kapitola 20.




2. Méfitelnost kolekce nahodnych veli€in
Sdruzime-li indexované ndhodné veliciny, automaticky dostdvame ndhodny proces.

Véta 2.1: Nechf (Q, A,P) je pravdépodobnostni prostor, T' # @ a necht pro t € T jsou By = (F;, &)
méfitelné prostory. Kdyz X; : (Q, A) — (E¢, &) jsou n.v. pro kazdé t € T, potom (X, ¢t € T') je ndhodny

proces s hodnotami v ( X Ei, Q& ).
teT teT

Diikaz: Potfebujeme ovérit spravnou métitelnost kolekce n.v. (X¢, ¢ € T'). Definujme proto mnozinu
M:{B€®Et : [(Xt,teT)eB]eA} .
teT

1. Ovérime, ze M je o-algebra.

(a) X E; € M, protoze {(Xt,t eT)e X Et} =0e A
teT teT

(b) Kdyz A € M, potom {(Xt,t €T)e XTEt \A] =Q\[(Xy,teT)e Al € A
te
Proto také X E;\ A e M.
teT

(¢) Kdyz A,, € M, n € N, potom plati

+oo +oo
(X;,teT)e UAn :U[(Xt,teT)eAn]eA.
n=1 n=1

+oo
Proto také |J A, € M.
1

n=
2. Ukazeme, 7e M obsahuje v8echny kone¢nérozmérné obdélniky
Pro konec¢né indexu tq,ts,...,tx € T a mnoziny By € & pro kazdé t € T takové, ze By = E; pokud

tg{tlath"atk}a pla‘tl 2

[(Xt,t eT)e X Bt] = ([X;, € B,] € A.
teT

i=1

Tedy M obsahuje vSechny kone¢nérozmérné obdélniky.
7 definice soucinu o-algeber, viz A.10, vyplyva, ze
®Et:0<{ X By : Bie€ & prokazdét € T a By = E; aZnakoneénétET}) =M.
teT
teT

Sledovana kolekce n.v. je spravné méritelna.

Q.E.D.
Specialné dostavame méfitelnost ndhodného vektoru a nahodné posloupnosti.

Véta 2.2: Necht (2, A,P) je pravdépodobnostni prostor a k € N. Necht pro i = 1,2,...,k jsou ddny
E; = (E;, &) méfitelné prostory a X; : (Q, A) = (E;, &) n.v. Potom (X1, Xs, ..., X;)" je ndhodny vektor

k k
s hodnotami v (}X E,Q 5,~> .
i= i=1

1

Diikaz: Véta je specidlnim ptipadem véty 2.1. Staci polozit T := {1,2,...,k}.
Q.E.D.



Véta 2.3: Nechf (Q,A4,P) je pravdépodobnostni prostor a nechf pro kazdé i € N jsou E; = (E;, &;)
meéritelné prostory a X; : (2, A) — (E;,&;) n.v. Potom (X;,i € N) je ndhodnd posloupnost s hodnotami

v ( X E,Q 52')-
€N iEN

Diikaz: Véta je specidlnim piipadem véty 2.1. Staci polozit T := N.
Q.E.D.

Pozdéji se budeme zajimat o asymptotické vlastnosti posloupnosti ndhodnych veli¢in a o ruzné typy
konvergenci. Budeme proto potiebovat topologickou strukturu na mnoziné hodnot, které nahodné veliciny
nabyvaji. Méfitelnost pak musime vyzadovat vzhledem k borelovské og-algebie soucinového prostoru,
kterd vsak je obecné podstatné vétsi nez soucin borelovskych o-algeber. Nagtésti pro separabilni metrické
prostory je zarucena rovnost mezi témito dvéma o-algebrami.

Véta 2.4: Necht (Q, A, P) je pravdépodobnostni prostor a pro i = 1,2,...,k jsou E; = (E;,d;) sepa-
rabilni metrické prostory a X; : (2, 4) — (E,,IB%(E,)) n.v. Potom (X1, Xo,..., X;)" je ndhodny vektor
k k k k
s hodnotami v ( X E,ﬂB( X E,)) a IB( X E,) = Q B(E;).
=1 i=1 i=1 i=1

(2

Diikaz: Piimy dusledek véty 2.2 a véty C.13 z dodatk.
Q.E.D.

Véta 2.5: Necht (€, A, P) je pravdépodobnostni prostor a pro i € N jsou E; = (F;, d;) separabilni met-
rické prostory a X; : (2, 4) — (E,,IB(EZ)) n.v. Potom (X;,i € N) je ndhodné posloupnost s hodnotami

oo 00 oo +o0
i=1 i=1 i=1

Dikaz: Piimy dusledek véty 2.3 a vety C.13 z dodatka.
Q.E.D.

Pro bohatsi indexové mnoziny se vsak jiz soucinova a borelovskd o-algebra mohou podstatné lisit.
Tvrzeni proto obecné neplati pro procesy.

Reédlnd primka je separabilnim metrickym prostorem. Proto redlné ndhodné posloupnosti a vektory
jsou borelovsky méftitelné, jakmile maji méritelné slozky.

10



3. Distribuéni funkce
Ke stanoveni rozdéleni n.v. stac¢i znat pravdépodobnostni miru P pouze na specidlni g-algebte.

Definice 3.1: Nechf X je n.v. s hodnotami v (E,E) definovand na (2, A, P). Pak o-algebru
o(X)=A{[X € B] : B €&} nazjvime o-algebrou_generovanou n.v. X.

Poznamka 3.2:

i) (Q,0(X), P/O(X)) je pravdépodobnostni prostor.

i) Pro ndhodnij vektor X = (X1, Xo,..., X)) plati o(X) = o(o(X1) Ua(X2) U...Uc(Xy)).

i11)  Pro ndhodnou posloupnost X = (X;,i € N) plati o(X) = U( U U(XZ')>.
iEN

i) Pro ndhodny proces X = (X¢,t € T') plati o(X) = U( U U(Xt)>.
teT

Dukaz:

1. Systém mnozin o(X) je evidentné o-algebra, a proto (Q2,0(X), P/a‘(X)) tvori pravdépodobnostni
prostor.

2. Staci ukazat charakterizaci o-algebry generované procesem. Zbyla tvrzeni jsou specidlnim piipadem
tohoto tvrzeni.

Inkluze o(X) D U( U O'(Xt)> je zfejmda. Musime ukdzat pouze opacnou inkluzi.
ter

Definujme mnozinu
M= {Be@&, : [XGB]G(;r(Ua(Xt))} .
teT teT
Evidentné, M je o-algebra. Staci ovéfit, ze obsahuje generator soucinové g-algebry.

Vezméme koneénérozmérné obdélniky B = X By, kde B; € & pro kazdé t € T a By # E; pouze
teT

pro konec¢né t € T. Oznacme tyto indexy t; ,/tg, ...y tn, kde n je jejich pocet. Potom
n
[X € Bl = (|[Xs, € By,] € U<U U(Xt)> .
i=1 teT

Systém mnozin M je o-algebra, kterd obsahuje vsechny kone¢nérozmérné obdélniky.
Proto M = @ & = £ a z této rovnosti vyplyva, ze o(X) C 0( U (T(Xt)>.
teT teT
Q.E.D.

P¥iklad 3.3: Nechf n.v. X nabyvd spocetné mnoha hodnot v (E, &), ozna¢me je x;,4 € N. Polozime-li
pi = P(X =x;), 1 € N, pak X mé rozdélent

+oo
Px(B)=P(X € B) =Y pils,en pro kazdé B € £.
i=1
Jinak feceno

+o00
1 pokud y € B,
Px :sz'em, kde €,(B) = {0 gokudng_

i=1

11



N.v. X generuje o-algebru

o(X)=o({[X =w] :ieN})=¢ | J[X=2;]: JCN

P¥iklad 3.4: Necht X = (X, X3) je redlny ndhodny vektor se spojitym rozdélenim a s hustotou
f : R? = R. Pak plati

Px(B) = / f(z1,29) dzy dzs pro véechna B € B?.
JB

Spoctéme si margindlni rozdéleni, tj. rozdéleni n.v. X; a X». Vezméme B € B a pocitejme

Px,(B) = P(X, € B) = P((X1,X2) € B x [R{) —Px(BxR) =

+o00
= f(ﬂ?l,.rg) d.?’,‘l d.?’,‘g = / (/ f(.?’,‘l,ﬂ',‘g) dT2> d.?’,‘l
J B J—00

J BXR

podle Fubiniho véty, nebot f > 0. TudiZ n.v. X; mé spojité rozdéleni s hustotou

fi(z) = fj;o f(xz,y) dy pokud integrél existuje a je konecny,
0 jinak

a n.v. Xy ma spojité rozdéleni s hustotou

Folz) = [j;: fly,z) dy pokud integrél existuje a je konecny, _
0 jinak.

A jak je to s generovanymi o-algebrami?

o(X)={[X€e€B]: BeB} =c({[a1 < X1 <b]Nfas < Xo <bs] : a1 < by, a2 < by})
=o({[Xi <]N[X2 <by] : b1,b2 € R}),

o(X1)={[X1€B] : BeB}=0c({la< X1 <b :a<babeR})=c({[X1 <] :beR}),

0(Xy)={[X2€B] : BeB}=0c({la< X2<b :a<babeR})=c({[X2<b]:beR}).

Rozdéleni redlného ndhodného vektoru lze charakterizovat pomoci jeho distribuéni funkce.

Definice 3.5: Nechf X = (X1, Xs, ... ,Xk)' je redlny nahodny vektor. Pak definujeme funkci

k
Fx(zy1,22,...,21) := P(X1 <z, X0 < a,..., X}, <) =Px (Xl (00,-771:)>

pro kazdé x1,xa, ...,z € R a budeme ji nazgvat distribucni funkce (ddle d.f.) redlného ndhodného vektoru

X.

Véta 3.6: Rozdéleni redlného nahodného vektoru je jednoznacné urceno jeho distribucni funkei.

Diikaz: Nech! X = (X1, X,,...,X:) aV = (V1,Ys,...,Y%)" jsou dva redlné nahodné vektory. Maji-li
tyto vektory shodné rozdéleni, pak ptimo z definice vidime, 7e se jejich d.f. shoduji. Zbyva ukazat opatnou

implikaci.

12



Predpoklddejme, ze Fx = Fy a oznacme M = {B €B* : Px(B) = Py(B)}. Nasim cilem je ukdzat,
7e M = BF.
7 rovnosti Fx = Fy vyplyva, ze

k
S_{X (—OO,bZ) s b],bg,...,kaR}CM.

i=1
Jesteé overime, ze M je Dynkinuv systém, definice je uvedena v dodatcich ve vété A.8.
1. R* € M, protoze Px (R¥) = Py (R¥) = 1.
2. Kdyz A,B € M a A D B pak plati
Px(A\ B) =Px(4) — Px(B) =Py(4) — Py(B) =Py(4\ B) .
Potom A\ B € M.

3. Kdyz A,, € M, n € N jsou po dvou disjunktni, pak

+o00 +o00 +o00 +oo
Px (U An> =) Px(4,) =) Py(4,) =Py ( U An> :

+o0o
Potom |J A, € M.
1

n=

S je uzavieno na konec¢né priiniky, a tak M D o(S) = B* podle véty A.S8.
Q.ED.

Umluva 3.7: Pro porovndvdni dvou vektori po slozkdch, pripadné slozek vektoru a éisla, budeme pouzivat
symboli. <, >, < a >. Pro posloupnost vektori ™ € R¥ n € N a vektor z € R* budeme jejich konvergenci
po slozkdch oznacovat x™ — .

Distribu¢ni funkce umime jednoznac¢né charakterizovat.

Definice 3.8: Budeme 7ikat, Ze funkce F : R*¥ — [0, 1] je DFy-funkce, jestlize je splnéno:

i) Pro kazdé x € R* existuje posloupnost bodii ™ € R*, n € N takovd, Ze 2" < x, 2" — z a plati
lim F (z") = F(x).

n——+oo
ii) Erxistuje posloupnost bodi £" € R¥, n € N takovyjch, Ze £" — (400,400, ..., —}—oo)' a plati
lim F(z")=1.
n——+o0o

ii) Pro kazdy index i = 1,2,....k a kazdy bod x = (x1, x>, ..., x1) € R* plati

yEIEIOOF(mlym27 sy L1, Y, Tig, 73716) =0.

w) Pro kazdou dvojici vektori x = (x1,2s,...,21), y = (y1,Y2,.-.,yr) € RF, <y plati
Z (71)card({z’:(51:zi})F(51’527._.’5k) >0.

01 € {z1,y1}
02 € {z2,y2}

or € {zr,yr}

k
(vyznam podminky je, Ze ,mira“ obdélniku [z,y) = X [zi,yi) je nezdpornd.)
i=1
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Nejdiive rozsitime D Fj-funkci i pro hodnoty +o0o, —oc a budeme jeji pomoci ,,mérit “ obdélniky.

Definice 3.9: Pro kazdou funkci F : R¥ — [0,1] definujeme funkci F : R > [0,1] @ mnoZinovou funkci
WE predpisem

F(m) — SUP{F(y) ry<zye€ Rk} pokud x > —o0,
0 v opaéném pripadeé ,

k . ~
IF <4X [(li,bi)> = Z (71)card({z:5i:ai})F(51’527._.’(;k)
=t o1 €{x1,y1}
d2 € {z2,y2}

or € {zr,yr}

—k
pro kazdé a,b,x € R, a < b.
Funkce pp ma nasledujici dialezitou vlastnost.

Lemma310 Nech‘r’F Rk—>[o,1],abe@’“,a<baaf,bfe@’“,af<bfproj:1,2,...,J,JeN.
k

Kdyz X [a;, b;) = U X [f,bf) a X [af,bf)ﬁ X [a3,b5) = 0 kdykoli j # s, potom
i=1

7121

X

B < l [%bi)> = XJ:MF <é(][ 3:”3))

=1

Dikaz: Staci si uvédomit, ze pro ,,pravidelné“ déleni tvrzeni plati. Pro kazdou soutradnici uvazujme déleni
pifslugného intervalu a; = o < af < ...a" = b;, pak plati

ni—1no—1 nE—1
>3 3 e (X [oh0i ) =

Jj1=0 j2=0 Jjr=0

ny—1no—1 nE—1 ) i ~
=YY Yy o=t ) p oy, ) =
n=052=0 =04, ¢ {af1 a1 *)
do € {aéz,a£2+1}

ke ip+1
or € {aifgocik }

- f ey > (nyerd({iskorea=ott})
J1=0 k=170 5, ¢ {a{l,afﬁ'l}
5y € {a;'z’aJQ'Q-H}

Jk—1 _Jk—1+1
0r_1 € {ﬂk,1 0

X Z (ﬁ‘ (51,62,...,5k,1,aik+]) —F(51,(52,...,5k71,a',i’“)) =

pol Zﬁ 2 (—nyd(fishoriomal})
J1=0 Jk—1=0 5. ¢ {a{17a{1+1}
do € {a;‘27o/2.2+1}

Jg—1 Jk 1+1
Or—1 € {ak—1 ey N

X (F((Sl,ég,...,(sk,l,bk) 7[7((51,(52,...,(5‘1,1,(],‘1)) =



ny—1 ng—1—1

Z Z Z (_1)card({7‘,gkf1:(L-:aji})+H[5k:%]p(6]’527.Hjék) _

j1=0 J-1=0 5 ¢ {a{17a{1+1}

0r—1 € {ozi’i:17o<i’i:1+1}
Or € {ak,br}
3 - k
=...= Z (_1)Card({2161:ai})F(6],527. ., 0k) = uE <'X [aiybi)> )
61 € {a1, b1} i=1
62 € {a27b2}
Si € {an.bu}

Q.ED.
Je-li F DFj-funkce, pak je F opravdu jejim rozsifenim a ma nasledujici vlastnosti.
Véta 3.11: Kdyz F : RF — [0,1] je DF,-funkce, pak pro F' plati:
i) Pro kazdé z € R* je F(z) = F(x).
.. L1z —k R =~
ii) Prokazdé z,y e R, z <y je F(z) < F(y).
iii) Pro kazdé z € R" je lim y s Fy) = F(@).
ys<z
iv) F(+00,+00,...,400) = 1.
v) Kdyzz e R" a alespon pro jeden index i je z; = —o0, potom F(z) = 0.

vi) Je splnéna limita

, lim Sup{ﬁ’(y) s min{yr,y2, .-, yk} <ty € Rk} =0.
t——00
_ k
vii) Pro kazdé z,y € ]Rk, r<yje up <X [T,,u,)) > 0.
i=1

Dukaz:

1. Ukdzeme monotonii F, tj. vlastnost (ii).

—k ~ ~ )
Pifmo 7 definice 3.9 plyne, 7e kdyz =,y € R, z <y, potom F(x) < F(y). Je to proto, 7e je bud
levé strana nulovd nebo ze F'(y) je supremum pies vétsi mnozinu nez F'(z).

2. Ukdzeme spojitost ,zdola“ funkce F', tj. vlastnost (iii).
, —k
Necht z € R .
Kdyz z; = —oo pro nékteré i, pak F(z) = 0. Z monotonie F ihned dostaneme Ulgnz F(y) = F(z).

y<uw

Kdy7 —oc <, pak pro e > 0 existuje 7 definice 3.9 bod y € R¥ takovy, 7e y < x a F(y) > F(z)—«.
Podle definice 3.9 a z monoténie funkce F' dostdvame

F(x) > limsup F(z) > liminf F(2) > F(y) > F(y) > F(z) — €.

n
2 z =
z<zx

z<uw

Jelikoz e muze byt libovolné malé, je jiz vlastnost (iii) ovéiena pro —oco < x. Zbyva si jen uvédomit,
7e ve zbyvajicich piipadech je prava i leva strana (iii) nulova pifimo z definice 3.9 a rovnost
je trivialni.
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