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Učební text pokrývá vybrané oblasti 
z lineární algebry, jednoho z úhelných 
kamenů matematiky, se kterým se setkávají 
studenti nejen matematických programů. 
Autor, který sám přichází ze světa inženýrství, 
na text hledí očima nematematika a tak 
ho představuje také čtenářům. Oproti 
mnoha jiným učebním textům je věnována 
velká pozornost všem důležitým detailům. 
Výklad je veden podrobně, pečlivě a velmi 
srozumitelně. Autor s velkou odbornou 
a pedagogickou erudicí čtenáři objasňuje vše 
podstatné a vede jej k hlubokému vhledu do 
studované látky, zároveň se ale snaží, aby byl 
text v rámci možností čtivý.

Kniha prochází klasické oblasti lineární 
algebry, přičemž výklad samotný je veden 
z možná ne zcela obvyklé pozice. Konkrétně 
se věnuje popisu základních stavebních 
kamenů oboru, totiž vektorů a matic, jejich 
součinům a řešení soustav lineárních rovnic. 
Text přitom čtenáře vybaveného obvyklými 
středoškolskými znalostmi plynule doprovází 
až do abstraktního vektorového prostoru. 
Přes diskuzi o měření vzdáleností a úhlů 
v tomto prostoru se přeneseme k úlohám 
ortogonalizace a shodným zobrazením. 
Základní věta algebry o kořenech 
komplexních polynomů nás zase posune 
k problematice vlastních čísel a vektorů.
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Obrázek na titulńı straně

Prvńı řádek: Struktura nenulových prvk̊u matice 662 bus modelu energetické
přenosové śıtě PSADMIT a dvě jej́ı (simultánńı tj. řádkové i sloupcové) permu-
tace spočtené algoritmy Reverse Cuthill–McKee a Approximate minimum degree.
Druhý řádek: LU-rozklady (resp. faktory U = LT) těchto matic. Matice převzata
z Matrix Marketu [20] z Harwell-Boeing Collection [19], https://math.nist.
gov/MatrixMarket/data/Harwell-Boeing/psadmit/psadmit.html.

Obrázek 8.4 na straně 262 namaloval

Roland Havran, https://cz.linkedin.com/in/roland-havran-49905912b.
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3.3.1 Ekvivalentńı úpravy souboru vektor̊u . . . . . . . . . . . . . 80
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4.3 Hodnost matice & základńı klasifikace matic . . . . . . . . . . . . . 115
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5.4.1 Zařazeńı permutaćı řádk̊u do procesu eliminace . . . . . . . 163
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bor vektor̊u . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 233

7.3.2 Od vektor̊u k podprostor̊um — vzájemná ortogonalita dvou
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7.4 ☆ Tři poznámky na závěr . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 237
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8.3.4 Householderovy reflexe (zrcadleńı) v Rn — shodná zobrazeńı
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10.4 Obecné výsledky . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 358
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Co už možná známe, mı́sto
řeč́ı úvodem

Tento text vznikal v době koronavirové epidemie a kv̊uli (d́ıky) této epide-
mii, totiž jako podp̊urný text pro dočasně zavedené distančńı studium. Epi-
demie svět zastihla v březnu roku 2020, tedy v letńım semestru akademického
roku 2019/2020. Text se však váže k předmětu, který je vyučovaný v semestru
zimńım, a vznikal tak až v akademickém roce 2020/2021. Celý úvodńı kurz
sestávaj́ıćı ze dvou předmět̊u zaměřených nejprve na lineárńı algebru v zimńım
a následně obecnou algebru v letńım semestru je tak pokryt dvěma na sebe na-
vazuj́ıćımi texty. Paradoxem se stalo, že text navazuj́ıćı vznikal jako prvńı a text
předcházej́ıćı jako druhý. Skutečné slovo úvodem k oběma text̊um (knihám) je
proto k nalezeńı ve druhém svazku [13]. Mı́sto daľśıch řeč́ı úvodem se zde raději
zaměř́ıme na připomenut́ı útržk̊u látky z lineárńı algebry, které možná již známe.

Martin Plešinger
v Liberci, v ř́ıjnu l. p. 2020

Poděkováńı bdělým oč́ım

V prvńı řadě bych rád poděkoval Silvii Mitlenerové, která ochotně věnovala sv̊uj
drahocenný čas opravám tohoto výtvoru namı́sto knih literárně hodnotněǰśıch.
Dále bych rád poděkoval studentkám a student̊um, kteř́ı mne intenzivně zahrno-
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A co že tedy už známe?

Některé pojmy nebo objekty, které spadaj́ı do obsahu předmětu, resp. studia té
části matematiky, která se nazývá lineárńı algebra, bezesporu známe.

Lineárńı funkce a lineárńı lomená funkce

Již na základńı a středńı škole jsme se setkali např. s pojmem lineárńı funkce,
př́ıpadně lineárńı lomená funkce

f(x) = a ⋅ x + b, resp. f(x) = a ⋅ x + b
c ⋅ x + d

,

kde a, b, c a d jsou nějaká č́ısla. Pozoruhodné je, že ani jedna z obou funkćı neńı
obecně lineárńı, nebot’ zobrazeńı F (x) je lineárńı, pokud

F (x1 + x2) = F (x1) + F (x2) a F (x ⋅ α) = F (x) ⋅ α.

Výše zmı́něné funkce jsou tedy lineárńı pouze pokud b = 0, c = 0, tedy pokud
f(x) = a ⋅x, resp. f(x) = a

d
⋅x. Ostatně proto také ono a ⋅x v prvńı z obou funkćı

nazýváme lineárńım členem a ono b pak členem konstantńım.
Co o lineárńıch lomených funkćıch pravděpodobně nev́ıme, ač je to v kontextu

našeho právě započnuvš́ıho kurzu nesmı́rně pozoruhodné, je skládáńı těchto
funkćı. Uvažujme

f(x) = a ⋅ x + b
c ⋅ x + d

a g(x) = k ⋅ x + q
r ⋅ x + s

,

jejich složeninou je

f(g(x)) =
a ⋅ k⋅x+q

r⋅x+s + b
c ⋅ k⋅x+q

r⋅x+s + d
= (a ⋅ k + b ⋅ r) ⋅ x + (a ⋅ q + b ⋅ s)

(c ⋅ k + d ⋅ r) ⋅ x + (c ⋅ q + d ⋅ s)
.

Zaṕı̌seme-li koeficienty takových funkćı do matic 2× 2 (kdo se s pojmem matice
dosud nesetkal, může s klidným srdcem přeskočit na daľśı odstavec) tak, že

f(x) z→ Mf = [ a b
c d

] , g(x) z→ Mg = [ k q
r s

] ,

pak zřejmě

f(g(x)) z→ Mf ⋅Mg = [ a b
c d

] ⋅ [ k q
r s

] = [ a ⋅ k + b ⋅ r a ⋅ q + b ⋅ s
c ⋅ k + d ⋅ r c ⋅ q + d ⋅ s ] .

Jejich skládáńı je tedy v jistém smyslu lineárńı.

Lineárńı zobrazeńı stejně jako práce s maticemi bude v tomto kurzu naš́ım
denńım chlebem.
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Lineárńı rovnice a soustava lineárńıch rovnic

Daľśım pojmem, který jistě známe již ze základńı školy, je lineárńı rovnice, tedy
rovnice tvaru

a ⋅ x = d,

př́ıpadně soustava (dvou) lineárńıch rovnic (pro dvě neznámé)

a ⋅ x + b ⋅ y = d,
k ⋅ x + q ⋅ y = s.

V prvńım př́ıpadě v́ıme, že když a ≠ 0, pak má rovnice řešeńı x = d
a
. Ve

druhém př́ıpadě tuš́ıme, že existence řešeńı nějakým zp̊usobem souviśı s č́ımsi,
co nazýváme nezávislost (přesněji lineárńı nezávislost) levých stran obou rovnic.
Ti, kdo se setkali na středńı škole s maticemi, také nejsṕı̌s věd́ı, že právě tato
soustava se dá pomoćı matic napsat jako jedna rovnice o jedné neznámé

[ a b
k q

] ⋅ [ x
y

] = [ d
s

] ,

jenže rovnice vektorová, jej́ıž neznámou je vektor o dvou složkách.

Důležité však je, že i ta jediná rovnice o jedné neznámé a ⋅x = d vykazuje tři
r̊uzné typy chováńı:

• Podmı́nkou a ≠ 0 jsme si zajistili existenci výše zmı́něného jednoznačného
řešeńı. Rovnice však může mı́t řešeńı i jindy.

• Pokud a = 0 a zároveň d ≠ 0. Obě strany rovnice můžeme nenulovým č́ıslem
d vydělit a dostáváme tak rovnici

0 ⋅ x = 1.

Snadno ověř́ıme, že žádné x, pro které by se levá strana rovnala pravé,
neexistuje. Rovnice tedy nemá řešeńı.

• Pokud a = 0 a zároveň d = 0, dostáváme rovnici

0 ⋅ x = 0.

Opět snadno ověř́ıme, že je splněna pro jakékoliv x. Rovnice má tedy
nekonečně mnoho řešeńı.

Zcela analogicky můžeme rozebrat i výše uvedenou soustavu, to však provedeme
až v daľśım odstavci.

Kĺıčový pojem lineárńı (ne)závislosti, pojem vektoru, studium existence
a jednoznačnosti řešeńı soustav (mnoha) lineárńıch rovnic (o mnoha

neznámých), ale i hledáńı těchto řešeńı bude také náplńı tohoto kurzu.
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Obrázek 1: Tři podstatně r̊uzné možnosti vzájemné polohy dvou př́ımek v rovině.
Zleva: r̊uznoběžné, rovnoběžné r̊uzné, rovnoběžné identické.

Vybrané objekty analytické geometrie

V př́ıdavném jménu lineárńı slyš́ıme latinský základ linea, nebo alespoň anglické
slov́ıčko line — př́ımka. To je prvńı z objekt̊u analytické geometrie, který nás
bude zaj́ımat. Ze středńı školy jistě známe obecnou rovnici př́ımky (v rovině)

¯pffl ∶ a ⋅ x + b ⋅ y − d = 0, přičemž požadujeme aby a ≠ 0 nebo b ≠ 0.

Př́ımka je pak konkrétně množina bod̊u roviny splňuj́ıćı tuto rovnici. Pokud
chceme všechny tyto body nalézt, rovnici prostě vyřeš́ıme, neboli přejdeme k pa-
rametrickému popisu př́ımky. Je-li např. a ≠ 0, pak

¯pffl ∶ { x = x(τ) = b ⋅ τ + d
a
,

y = x(τ) = −a ⋅ τ,

kde τ je onen parametr. Vykresleńım bod̊u [x(τ), y(τ)] pro všechny možné
hodnoty parametru př́ımka vznikne.

Pokud se pod́ıváme na soustavu rovnic z předchoźı sekce, vid́ıme, že tato
soustava rovnic neńı nic jiného, než soubor dvou př́ımek v rovině

¯pffl ∶ a ⋅ x + b ⋅ y − d = 0,

`q ∶ k ⋅ x + q ⋅ y − s = 0.

Na obrázku vid́ıme tři situace, podstatně r̊uzné možnosti, které mohou nastat
ve vzájemné poloze dvou př́ımek v rovině. Tyto možnosti odpov́ıdaj́ı existenci
jednoznačného řešeńı, žádného řešeńı a nekonečně mnoha řešeńı, která v rovině
tvoř́ı př́ımku.

V př́ıpadě soustavy může být situace ještě nepatrně složitěǰśı. Některá, nebo
dokonce žádná z rovnic nemuśı rovnićı př́ımky. Snadno si rozmysĺıme, že kdykoliv
soustava obsahuje alespoň jednu rovnici tvaru 0 ⋅x+0 ⋅y = 1, soustava nemá žádné
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řešeńı. Zbývaj́ı situace, kdy (i) obsahuje soustava jednu rovnici př́ımky a jednu
nulovou rovnici 0 ⋅ x + 0 ⋅ y = 0, resp. (ii) dvě nulové rovnice. V obou těchto
př́ıpadech má soustava nekonečně mnoho řešeńı tvoř́ıćıch bud’ (i) př́ımku, nebo
(ii) celou rovinu.

Z analytické geometrie ale známe i daľśı objekty (rovné podobně jako př́ım-
ky), které nás budou zaj́ımat, např́ıklad roviny. Připomeňme obecnou rovnici
roviny v prostoru ˚rffl ∶ a ⋅ x + b ⋅ y + c ⋅ z − d = 0,

přičemž opět požadujeme, aby alespoň jeden z koeficient̊u a, b, c byl nenulový.
Jak źıskat parametrický popis roviny, stejně jako zopakováńı si pojmů jako
je normálový vektor a směrové vektory, již ponecháváme na čtenáři. Nicméně
je zřejmé, že po formálńı stránce můžeme s rovnićı nakládat podobně jako
v př́ıpadě př́ımky.

Analogicky můžeme uvažovat i soubor dvou rovin v prostoru

˚rffl ∶ a ⋅ x + b ⋅ y + c ⋅ z − d = 0,

¯s ∶ k ⋅ x + q ⋅ y + r ⋅ z − s = 0,

neboli soustavu dvou rovnic o třech neznámých. Rozmyslet si, jakou vzájemnou
polohu mohou mı́t dvě roviny v prostoru, také již ponecháváme na čtenáři.
Každopádně pokud roviny nejsou rovnoběžné, prot́ınaj́ı se a jejich pr̊unikem je
př́ımka. Soubor dvou rovin, resp. soustava jejich obecných rovnic pak představuje
něco jako obecnou rovnici př́ımky v prostoru; jak nalézt parametrický popis ta-
kové př́ımky opět ponecháváme na čtenáři.

Formálně jsme opět zabředli do řešeńı soustav lineárńıch rovnic. Nicméně
geometrická představa m̊uže dát dobrý vhled do toho, co se při řešeńı takové
soustavy děje a kam mı́ř́ıme, a naopak lineárńı algebra nám dává k dispozici

robustńı aparát, jak analyticko-geometrické úlohy řešit.

Detailněji se pod́ıváme na to, jak lze zavést v prostoru vzdálenosti a úhly,
abychom u podobných úloh dokázali své odpovědi i kvantifikovat — jaké úhly

sv́ıraj́ı objekty nerovnoběžné, jaké jsou vzdálenosti rovnoběžných objekt̊u.

Daľśı doporučená literatura

Ve zbytku úvodu se pokuśıme krátce doporučit vybranou literaturu. Literatura
je rozdělena do tř́ı ne př́ılǐs ostře vymezených odd́ıl̊u. Prvńı tři odd́ıly zahr-
nuj́ı literaturu, řekněme, v́ıce základńı, odpov́ıdaj́ıćı úvodńım kurz̊um lineárńı
algebry. Tyto odd́ıly se pak lǐśı sṕı̌se formálně, tedy formou: totiž při pohledu
na publikaci z prvńıho odd́ılu si čtenář pravděpodobněji řekne

”
ejhle kniha“,

zat́ımco při pohledu na publikaci z druhého pravděpodobněji
”
ejhle skriptum“,

o třet́ım neńı třeba dlouze diskutovat. V odd́ılu posledńım jsou pak vybrané
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publikace obsahově v jistém smyslu navazuj́ıćı na publikace základńı, zaměřené
zejména na hlubš́ı studium pojmu matice.
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Kapitola 1

Základńı stavebńı kameny
— vektory & matice

Po celou dobu tohoto kurzu se budeme setkávat se dvěma speciálńımi mate-
matickými objekty, budou to vektor a matice, jak již napov́ıdá název kapitoly.
Než se však dostaneme k alespoň nějaké prvotńı konkretizaci těchto lineárně-
algebraických pojmů, připomeneme si několik pojmů množinových, resp. č́ısel-
ných. Sṕı̌se než připomenut́ı se však bude jednat o jakési vágńı vymezeńı.

1.1 Několik slov k množinám a uspořádaným
množinám — n-tićım

S pojmem množina budeme pracovat poměrně naivńım zp̊usobem, bude pro
nás synonymem souhrnu, nebo souboru objekt̊u; bude jakýmsi pytĺıčkem, který
může být prázdný, nebo může obsahovat nějaké konkrétně vyjmenované nebo
dostatečně jasně specifikované objekty. Přesněǰśım vymezeńım pojmu se zabývá
teorie množin. Ukazuje se totiž, že naše naivńı vymezeńı může vést k r̊uzným
nepř́ıjemným paradox̊um (viz např. Russel̊uv paradox).

Představa množiny jako pytĺıčku s objekty nicméně dobře vystihuje jeden
podstatný jev — neuspořádanost prvk̊u množiny. Kromě množin ale budeme
často potřebovat pracovat s jakosi uspořádanou variantou (můžeme si představit,
že objekty z pytĺıčku vyndáváme, což čińıme v nějakém konkrétńım pořad́ı).
Základńım stavebńım prvkem bude tzv. uspořádaná dvojice. Uspořádanou dvo-
jici zpravidla znač́ıme (a, b), a můžeme ji definovat např. jako množinu

(a, b) = {{a}, {{a}, b}}.

Tedy jako množinu se dvěma prvky — opět množinami: jedna z nich je přitom
vždy jednoprvková a obsahuje prvńı prvek uspořádané dvojice, druhá pak spe-
cifikuje druhý prvek uspořádané dvojice.

19
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Úloha 1.1. Čtenář si rozmysĺı, proč a k čemu jsou jednotlivé množinové závorky
uvedené v definici uspořádané dvojice vhodné. Dobré je se pod́ıvat např. na
uspořádanou dvojici (a, a), př́ıpadně (a,{a}).

Dále je dobré si rozmyslet, jak analogickým zp̊usobem zapsat uspořádanou
trojici.

1.1.1 Kartézský součin množin

Připomeňme, že máme-li dvě množiny, řekněme

M = {1,2,3}, N = {A,B},

o třech, resp. dvou prvćıch, můžeme zkonstruovat jejich tzv. kartézský součin,
tedy množinu označovanou M ×N , která bude obsahovat všechny uspořádané
dvojice takové, kde prvńı prvek dvojice je z prvńı množiny a druhý z druhé, tedy

M ×N = { (1,A), (2,A), (3,A),
(1,B), (2,B), (3,B) }.

Množina nemá nijak předepsané pořad́ı prvk̊u, nicméně zde jsme je záměrně
vypsali do tvaru jakési

”
tabulky“, do jej́ıhož horńıho záhlav́ı bychom mohli

zapsat prvky množiny M a do jej́ıhož levého záhlav́ı bychom mohli zapsat prvky
množiny N . Speciálně kartézský součin množiny M se sebou samou budeme
značit

M 2 = M ×M .

Zcela analogicky můžeme uvažovat kartézský součin větš́ıho počtu množin.
Pokud budeme mı́t nav́ıc ještě množinu

K = {α,β, γ, δ},

můžeme uvažovat kartézský součin tř́ı množin jako množinu

M ×N ×K = { (1,A,α), (2,A,α), (3,A,α), (1,B,α), (2,B,α), (3,B,α),
(1,A, β), (2,A, β), (3,A, β), (1,B, β), (2,B, β), (3,B, β),
(1,A, γ), (2,A, γ), (3,A, γ), (1,B, γ), (2,B, γ), (3,B, γ),
(1,A, δ), (2,A, δ), (3,A, δ), (1,B, δ), (2,B, δ), (3,B, δ) }

všech uspořádaných trojic. Kdybychom zde chtěli prvky kartézského součinu
srovnat do pomyslné

”
tabulky“ jako v předchoźım př́ıpadě, tabulka by byla

trojrozměrná.

Hravě si však rozmysĺıme, že na kartézský součin M ×N ×K se můžeme,
při troše dobré v̊ule, d́ıvat jako na

M × (N ×K ), nebo (M ×N ) ×K .


	Obálka
	Obsah
	Co už možná známe, místo řečí úvodem
	1. Základní stavební kameny — vektory & matice
	1.1 Několik slov k množinám a uspořádaným množinám — n-ticím
	1.2 Vektory
	1.3 Operace s vektory
	1.4 Matice

	2. Maticové násobení
	2.1 Součin matice a vektoru (MV-součin)
	2.2 Součin dvou matic (MM-součin)
	2.3 Vlastnosti maticového násobení
	2.4 Vybrané zajímavé součiny

	3. Lineární (ne)závislost & ekvivalentní úpravy
	3.1 S jakými objekty budeme pracovat?
	3.2 Lineární závislost a nezávislost
	3.3 Ekvivalentní úpravy
	3.4 Maticový zápis ekvivalentních úprav

	4. Gaußova eliminace & související pojmy
	4.1 Úvodní poznámky
	4.2 Převod obecné soustavy do horního trojúhelníkového tvaru
	4.3 Hodnost matice & základní klasifikace matic
	4.4 Základní věty o existenci a jednoznacnosti rešení soustavy lineárních rovnic
	4.5 Inverzní matice

	5. Gaußova eliminace jako LU-rozklad
	5.1 Několik užitečných lemmátek úvodem
	5.2 LU-rozklad
	5.3 LU-rozklad v kontextu řešených úloh
	5.4 Pivotace, aneb permutace řádku

	6. Lineární vektorový prostor, aneb vektory jsou skoro všude
	6.1 Lineární vektorový prostor
	6.2 Lineární obal, báze, dimenze a souřadnice

	7. Měříme vzdálenosti a velikosti úhlu v lineárním vektorovém prostoru
	7.1 Jejich pravítkem je norma...
	7.2 Jejich úhloměrem je skalární součin...
	7.3 Ortogonalita a ortonormalita
	 7.4 Tři poznámky na závěr

	8. Lineární zobrazení & matice — se speciálním zřetelem na zobrazení shodná
	8.1 Lineární zobrazení & matice
	8.2 Obor hodnot a nulový prostor matice zobrazení
	8.3 Ortogonální & unitární matice — shodná zobrazení
	8.4 QR-rozklad matice & orto[gon|norm]alizace

	9. Determinanty — zpet ke kořenům
	9.1 Determinanty nízkých řádů, obecná definice determinantu & jeho geometrický význam
	9.2 Základní vlastnosti determinantů
	9.3 Multilinearita determinantu, Gaußova eliminace & výpočet determinantu, determinant součinu matic
	9.4 Vybrané klasické aplikace — Cramerovo pravidlo, adjugovaná matice & vztah mezi determinantem a vektorovým součinem

	10. Polynomiální intermezzo — řešení rovnic vyšších stupňů
	10.1 Několik tipů & triků na úvod
	10.2 Polynomiální rovnice nízkých stupňů
	10.3 Speciální polynomiální rovnice
	10.4 Obecné výsledky

	11. Problém vlastních čísel a vlastních vektoru
	11.1 Motivace
	11.2 Vlastní čísla, vlastní vektory & podobnost matic
	11.3 Schurova věta & svět normálních matic
	11.4 Krátký výlet do světa nenormálních matic

	12. Doplněk #1: Kvadratické formy
	12.1 Drobný výlet do matematické analýzy
	12.2 Lineární, bilineární a kvadratická forma
	12.3 Definitnost a inercie kvadratických forem
	12.4 Jak správně transformovat — podobnost vs. maticová kongruence, kontravariantní vs. kovariantní souřadnice

	13. Doplněk #2: Singulární rozklad
	13.1 Motivace
	13.2 Lineární zobrazení reprezentované obecnou maticí
	13.3 Vybrané aplikace singulárního rozkladu

	Literatura
	Použité značení a zkratky
	Seznam obrázků



