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Pron{ 7ddek: Struktura nenulovych prvka matice 662_bus modelu energetické
prenosové sité PSADMIT a dvé jeji (simultdnni tj. fddkové i sloupcové) permu-
tace spoctené algoritmy Reverse Cuthill-McKee a Approzimate minimum degree.
Druhy Fddek: LU-rozklady (resp. faktory U = L) téchto matic. Matice prevzata
z Matrix Marketu [20] z Harwell-Boeing Collection [19], https://math.nist.
gov/MatrixMarket/data/Harwell-Boeing/psadmit/psadmit.html.
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Co uz mozna zname, misto

Tento text vznikal v dobé koronavirové epidemie a kvuli (diky) této epide-
mii, totiz jako podpurny text pro docasné zavedené distanéni studium. Epi-
demie svét zastihla v bfeznu roku 2020, tedy v letnim semestru akademického
roku 2019/2020. Text se vSak vaze k predmétu, ktery je vyucovany v semestru
zimnim, a vznikal tak az v akademickém roce 2020/2021. Cely tvodni kurz
sestavajici ze dvou predmétt zaméfenych nejprve na linearni algebru v zimnim
a nasledné obecnou algebru v letnim semestru je tak pokryt dvéma na sebe na-
vazujicimi texty. Paradoxem se stalo, ze text navazujici vznikal jako prvni a text
predchdzejici jako druhy. Skute¢né slovo dvodem k obéma textum (knihdm) je
proto k nalezen{ ve druhém svazku [13]. Misto dalsich fe¢i ivodem se zde radéji
zaméiime na pripomenuti utrzki latky z linearni algebry, které mozna jiz zname.

Martin Plesinger
v Liberci, v #{jnu 1. p. 2020

Podékovani bdélym oc¢im

V prvni fadé bych rad podékoval Silvii Mitlenerové, které ochotné vénovala svij
drahocenny ¢as opravam tohoto vytvoru namisto knih literarné hodnotnéjsich.
Déle bych rad podékoval studentkdm a studenttim, kteff mne intenzivné zahrno-
vali seznamy chyb nalezenych v obou narychlo vznikajicich textech. Jmenovité
Vénceslavu Chumchalovi, Markété Janské a Filipu ZadraZilovi. Radé dalsich oéf,
na které jsem bohuzel zapomnél, se omlouvam.

Martin Plesinger
v Liberci, v #{jnu L. p. 2021

13
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A co ze tedy uz zname?

Nékteré pojmy nebo objekty, které spadaji do obsahu predmétu, resp. studia té
¢asti matematiky, kterad se nazyva linedrni algebra, bezesporu zname.
Linearni funkce a linearni lomena funkce

Jiz na zakladni a stfedni Skole jsme se setkali napf. s pojmem linedrni funkce,
ptipadné linedrni lomend funkce

a-r+b

flx)y=a-x+b, resp. flx)= ,
c-x+d

kde a, b, ¢ a d jsou né&jaka ¢isla. Pozoruhodné je, ze ani jedna z obou funkci neni

obecné linedrn{, nebot zobrazeni F(z) je linedrni, pokud

F(xy +x2) = F(x1) + F(x2) a F(z-a)=F(z)-a.

Vyse zminéné funkce jsou tedy linedrni pouze pokud b = 0, ¢ = 0, tedy pokud
f(x)=a-z, resp. f(x) = §-x. Ostatné proto také ono a-x v prvni z obou funkef
nazyvame linedrnim ¢lenem a ono b pak ¢lenem konstantnim.

Co o linearnich lomenych funkcich pravdépodobné nevime, ac je to v kontextu
naSeho pravé zapocénuvsiho kurzu nesmirné pozoruhodné, je skladani téchto
funkci. Uvazujme

a-x+b k-x+q
f(x)_oo:-t-d & g(x)_r'x-ks’
jejich slozeninou je
1:2:34-5_ (a-k+b-r)-2+(a-g+b-5s)

fg(x))

a .
T kaig " (c- ) - . .s)’

c =ty g  (c-k+d-r)-x+(cqg+d-s)
Zapiseme-li koeficienty takovych funkci do matic 2 x 2 (kdo se s pojmem matice
dosud nesetkal, muze s klidnym srdcem pfeskocit na dalsi odstavec) tak, ze

O F A C R R B

r S

IS

pak ziejmé
B b k q| | ak+br a-q+b-s
f(g(x))'_)Mf.Mg_[c d].[r s]_[c-ker-r c-q+d-s]'

Jejich skladéani je tedy v jistém smyslu linearni.

S|

Linedrni zobrazeni stejné jako prdce s maticemi bude v tomto kurzu nasim
dennim chlebem.
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Linearni rovnice a soustava linearnich rovnic

Dalsim pojmem, ktery jisté zname jiz ze zédkladni skoly, je linedrni rovnice, tedy
rovnice tvaru
a-x=d,

pifpadné soustava (dvou) linedrnich rovnic (pro dvé nezndmé)

a-r+b-y=d,
k-x+q-y=s.

V prvnim piipadé vime, ze kdyz a # 0, pak m& rovnice feSeni x = g. Ve
druhém piipadé tusime, ze existence feSeni néjakym zpusobem souvisi s ¢imsi,
co nazyvéme nezdvislost (presnéji linedrni nezdvislost) levijch stran obou rovnic.
Ti, kdo se setkali na stfedni skole s maticemi, také nejspis veédi, ze pravé tato
soustava se da pomoci matic napsat jako jedna rovnice o jedné neznamé

e

jenze rovnice vektorovéd, jejiz nezndmou je vektor o dvou slozkéch.
Dulezité vSak je, ze i ta jedind rovnice o jedné neznamé a-x = d vykazuje tii
ruzné typy chovani:

e Podminkou a # 0 jsme si zajistili existenci vyse zminéného jednoznacéného
feseni. Rovnice vSak muze mit feSeni i jindy.
e Pokud a = 0 a zaroven d + 0. Obé strany rovnice muzeme nenulovym ¢islem
d vydélit a dostavame tak rovnici
0-z=1.
Snadno ovéiime, ze zadné z, pro které by se leva strana rovnala pravé,
neexistuje. Rovnice tedy nemd resend.

e Pokud a =0 a zaroven d = 0, dostavame rovnici
0-2=0.

Opét snadno ovéfime, Ze je splnéna pro jakékoliv z. Rovnice ma tedy
nekonecné mnoho resent.

Zcela analogicky muzeme rozebrat i vyse uvedenou soustavu, to vSak provedeme
az v dalsim odstavci.

Klicovy pojem linedrni (ne)zdvislosti, pojem vektoru, studium ezistence
a jednoznacnosti feSeni soustav (mnoha) linedrnich rovnic (o mnoha
neznamych), ale i hleddni téchto teSend bude také ndplni tohoto kurzu.
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Obrézek 1: Tt podstatné rizné moznosti vzajemné polohy dvou piimek v roviné.
Zleva: ruznobézné, rovnobéiné ruzné, rovnobéiné identické.

Vybrané objekty analytické geometrie

V pridavném jménu linedrnd slySime latinsky zaklad linea, nebo alespon anglické
slovicko line — primka. To je prvni z objektu analytické geometrie, ktery nés
bude zajimat. Ze stiedni skoly jisté zndme obecnou rovnici primky (v roviné)

77. ta-x+b-y—-d=0, pficemz pozadujeme aby a+0 nebo b=%0.

Piimka je pak konkrétné mnozina bodu roviny spliujici tuto rovnici. Pokud
chceme vSechny tyto body nalézt, rovnici prosté vytesime, neboli prejdeme k pa-
rametrickému popisu ptimky. Je-li napt. a # 0, pak

z=z(r)= b-7+4

T { y=xz(r)=-a-, “

kde 7 je onen parametr. Vykreslenim bodu [x(7),y(7)] pro vSechny mozné
hodnoty parametru primka vznikne.

Pokud se podivame na soustavu rovnic z predchozi sekce, vidime, ze tato
soustava rovnic neni nic jiného, nez soubor dvou piimek v roviné

71 ta-r+b-y—-d=0,
q: k-x+q-y—-s=0.

Na obrazku vidime tfi situace, podstatné ruzné moznosti, které mohou nastat
ve vzajemné poloze dvou primek v roviné. Tyto moznosti odpovidaji existenci
jednozna¢ného teseni, zadného feSeni a nekonec¢né mnoha feseni, kterd v roviné
tvori primku.

dokonce zadn4 z rovnic nemusi rovnici pfimky. Snadno si rozmyslime, ze kdykoliv
soustava obsahuje alespon jednu rovnici tvaru 0-z+0-y = 1, soustava nemé zadné
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FeSeni. Zbyvaji situace, kdy (i) obsahuje soustava jednu rovnici ptimky a jednu
nulovou rovnici 0-z +0-y = 0, resp. (ii) dvé nulové rovnice. V obou téchto
ptipadech m4 soustava nekoneéné mnoho feseni tvoiicich bud (i) pfimku, nebo
(ii) celou rovinu.

Z analytické geometrie ale zndme i dalsi objekty (rovné podobné jako pfim-
ky), které nds budou zajimat, napiiklad roviny. Pfipomenme obecnou rovnici
roviny v prostoru

N:ia-xz+b-y+c-z2-d=0,

pricemz opét pozadujeme, aby alespon jeden z koeficientu a, b, ¢ byl nenulovy.
Jak ziskat parametricky popis roviny, stejné jako zopakovani si pojmu jako
je normdalovy vektor a smérové vektory, jiz ponechavame na Ctenafi. Nicméné
je ziejmé, ze po formdlni strdnce muzeme s rovnici naklddat podobné jako
v piipadé piimky.

Analogicky muzeme uvazovat i soubor dvou rovin v prostoru

Nia-x+b-y+c-z2-d=0,
bik-x+q-y+r-z—-s=0,

neboli soustavu dvou rovnic o tfech neznamych. Rozmyslet si, jakou vzdjemnou
polohu mohou mit dvé roviny v prostoru, také jiz ponechdvame na ¢tenafi.
Kazdopddné pokud roviny nejsou rovnobézné, protinaji se a jejich prunikem je
piimka. Soubor dvou rovin, resp. soustava jejich obecnych rovnic pak predstavuje
néco jako obecnou rovnici piimky v prostoru; jak nalézt parametricky popis ta-
kové piimky opét ponechavame na Ctenari.

Formdlné jsme opét zabredli do reseni soustav linedrnich rovnic. Nicméné
geometrickd predstava muze ddt dobryj vhied do toho, co se pri TeSeni takové
soustavy déje a kam mirime, a naopak linedrni algebra ndm ddvd k dispozici

robustni apardt, jok analyticko-geometrické wlohy resit.

Detailnéji se podivame na to, jok lze zavést v prostoru vzddlenosti a uhly,
abychom u podobngjch wloh dokdzali své odpovédi i kvantifikovat — jaké whly
sviraji objekty nerovnobéiné, jaké jsou vzddlenosti rovnobéznijch objekt.

Dalsi doporucena literatura

Ve zbytku tivodu se pokusime kratce doporucit vybranou literaturu. Literatura
je rozdélena do tii ne piilis ostfe vymezenych oddilt. Prvni tii oddily zahr-
nuji literaturu, feknéme, vice zékladni, odpovidajici ivodnim kurzum linedrni
algebry. Tyto oddily se pak lisi spiSe formalné, tedy formou: totiz pfi pohledu
na publikaci z prvniho oddilu si ¢tenaf pravdépodobnéji fekne ,ejhle kniha“,
zatimco pfi pohledu na publikaci z druhého pravdépodobnéji ,ejhle skriptum®,
o tfetim neni tieba dlouze diskutovat. V oddilu poslednim jsou pak vybrané
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publikace obsahové v jistém smyslu navazujici na publikace zdkladni, zamérené
zejména na hlubsi studium pojmu matice.
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Kapitola 1

Zakladni stavebni kameny
— vektory & matice

Po celou dobu tohoto kurzu se budeme setkavat se dvéma specidlnimi mate-
matickymi objekty, budou to vektor a matice, jak jiz napovida nazev kapitoly.
Nez se vsak dostaneme k alespon néjaké prvotni konkretizaci téchto linedrné-
algebraickych pojmu, pfipomeneme si nékolik pojmu mnozinovych, resp. ¢isel-
nych. SpiSe nez pfipomenuti se vSak bude jednat o jakési vagni vymezeni.

1.1 Neékolik slov k mnozinam a uspoiradanym
mnozinam — n-ticim

S pojmem mnozina budeme pracovat pomérné naivnim zpusobem, bude pro
nas synonymem souhrnu, nebo souboru objektu; bude jakymsi pytlickem, ktery
muze byt prazdny, nebo muze obsahovat néjaké konkrétné vyjmenované nebo
dostatecné jasné specifikované objekty. Pfesnéjsim vymezenim pojmu se zabyva
teorie mnozin. Ukazuje se totiz, Ze naSe naivni vymezeni muze vést k ruznym
nepifjemnym paradoxium (viz napf. Russeluv paradox).

Predstava mnoziny jako pytlicku s objekty nicméné dobie vystihuje jeden
podstatny jev — neusporddanost prvka mnoziny. Kromé mnozin ale budeme
casto potiebovat pracovat s jakosi usporddanou variantou (muzeme si predstavit,
7e objekty z pytlicku vynddvame, coz ¢infme v néjakém konkrétnim poradi).
Zakladnim stavebnim prvkem bude tzv. usporddand dvojice. Usporadanou dvo-
jici zpravidla zna¢ime (a,b), a muzeme ji definovat napf. jako mnozinu

(a,b) = { {a}, {{a}.b} }.
Tedy jako mnozinu se dvéma prvky — opét mnozinami: jedna z nich je pfitom

vzdy jednoprvkova a obsahuje prvni prvek usporadané dvojice, druha pak spe-
cifikuje druhy prvek usporadané dvojice.

19
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Uloha 1.1. Ctendr si rozmysli, proc¢ a k cemu jsou jednotlivé mnozinové zdvorky
uvedené v definici usporddané dvojice vhodné. Dobré je se podivat napr. na
usporddanou dvojici (a,a), pripadné (a,{a}).

Ddle je dobré si rozmyslet, jak analogickym zpusobem zapsat uspotddanou
trojici.

1.1.1 Kartézsky souc¢in mnozin

Ptipomenme, ze mame-li dvé mnoziny, feknéme
%:{15273}a '/V:{A7B}7

o tfech, resp. dvou prvcich, muzeme zkonstruovat jejich tzv. kartézskiy soucin,
tedy mnozinu ozna¢ovanou .# x .4, kterd bude obsahovat viechny usporddané
dvojice takové, kde prvni prvek dvojice je z prvni mnoziny a druhy z druhé, tedy

Mx N = { (I’A)7 (27A)7 (37‘4)’
(1,B), (2,B), (3,B) }.

Mnozina nemd nijak predepsané poradi prvki, nicméné zde jsme je zameérné
vypsali do tvaru jakési ,tabulky“, do jejihoz horniho zahlavi bychom mohli
zapsat prvky mnoziny .# a do jejihoz levého zéhlavi bychom mohli zapsat prvky
mnoziny 4. Specidlné kartézsky souc¢in mnoziny .# se sebou samou budeme
znacit

M= x M.

Zcela analogicky muzeme uvazovat kartézsky soucin vétsitho poctu mnozin.
Pokud budeme mit navic jesté mnozinu

%: {Oé7/677’6}7

muzeme uvazovat kartézsky soucin tii mnozin jako mnozinu

Mx N x K ={(1,A,a), (2,A,a), (3,A,a), (1,B,«a), (2,B,a), (3,B,a),
(1,4,8), (2,A,8), (3,A4,8), (1, B,B), (2,B,8), (3,B,8),
(L, A7), (2,A,7), (3,4,7), (1, B,v), (2,B,7), (3,B,7),
(1,4,0), (2,A,9), (3,4,0), (1,B,9), (2,B,9), (3,B,§) }

vsech usporddanych trojic. Kdybychom zde chtéli prvky kartézského soucinu
srovnat do pomyslné ,tabulky® jako v pfredchozim ptipadé, tabulka by byla
trojrozmeérna.

Hravé si vSak rozmyslime, ze na kartézsky sou¢in .# x 4 x J# se muzeme,
pii trose dobré vile, divat jako na

Mx (N xH), nebo (M xN)x K.
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