TEORETICKA MECHANIKA
VE TRECH KNIHACH

JIRI PODOLSKY

KAROLINUM /7 MATFYZPRESS

e e
J— R T—
EC—
i,
I,
Lo
B,

s
e

o
I
e

e
T
I

dL
l,w=dH



Teoretickd mechanika ve trech knihach

Jifi Podolsky

Recenzovali:
doc. RNDr. Leos Dvorak, CSc.
prof. RNDr. Jan Novotny, CSc.

Vydala Univerzita Karlova
Nakladatelstvi Karolinum

Univerzita Karlova
nakladatelstvi Matematicko-fyzikalni fakulty MatfyzPress

Praha 2024

Obslka s pouzitim fotografie Jana Dotrela
DTP Nakladatelstvi Karolinum

Sazba Jiri Podolsky

Vydani prvni

© Univerzita Karlova, Nakladatelstvi Karolinum, 2024

© Univerzita Karlova, nakladatelstvi Matematicko-fyzikalni fakulty
MatfyzPress, 2024

© Jifi Podolsky, 2024

Cover photo © Jan Dotrel, 2024

ISBN 978-80-246-5746-2 (Karolinum)
ISBN 978-80-7378-499-7 (MatfyzPress)
ISBN 978-80-246-5747-9 (pdf)



Univerzita Karlova
Nakladatelstvi Karolinum

www.karolinum.cz
ebooks@karolinum.cz

MatfyzPress

www.matfyzpress.cz






Rozum je nepochybné slaby, kdyZ se poméruge
svym nikdy nekoncicim ukolem . . .
Presto vytvory intelektu preZivaji rusné se Zenouct generace
a stoleti za stoletim siri svétlo a teplo.
Utéseni touto myslenkou vratme se v téchto neklidnych dnech
k pamdtce Newtonove, ktery byl dan lidstvu pred tremi sty lety.

Albert Einstein, vanoce 1942,
esej ,Isaac Newton“ v The Manchaster Guardian,
cesky v knize Z mych pozdéjsich let, 1995, str. 147
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T¥i knihy

Konvolut tii knih, ktery drzite v ruce, predstavuje uceleny a navzajem propojeny
soubor ucebnic newtonovské mechaniky. Vznikal postupné béhem minulého ¢tvrt-
stoleti jako ucebni text pro potifeby kurzt Teoretickd mechanika a Prosemindr teo-
retické mechaniky, které od roku 1995 respektive 2004 prednasim na Matematicko-
fyzikalni fakulté Univerzity Karlovy.

Vyklad teoretické mechaniky pii klasicke predndsce urcené pro 2. ro¢nik studia
v zimnim semestru, které odpovida obsah KNIHY PRVNI, se opira o standardni pa-
rametrizaci pomoci zobecnénych soufadnic a rychlosti, pfipadné kanonickych hyb-
nosti, a o slozkova vyjadieni fyzikdlnich veli¢in. To méa své dobré duvody historické,
didaktické i pocetni. Od pocatku 20. stoleti vSak byly pojmy a zakony mechaniky
postupné pieformulovany do abstraktniho, elegantniho jazyka diferencialni geome-
trie. Oprosténi od soufadnic a slozek veli¢in vedlo k hlubsimu pochopeni podstaty
mechaniky, zejména jeji symplektické struktury. Systematicky vyklad tohoto geo-
metrického pojeti klasické mechaniky v Ceské literatufe dosud chybél, a pravé to
je obsahem KNIHY DRUHE. Lze ji dobfe pouzit jako studijni podklad volitelného
proseminare. Trilogii uzaviraji hlavni typove priklady, které by v pribéhu semestru
mély byt spocitany na cvicenich. Peclivé zvolené pitklady v KNIZE TRETI, které
jsou vsSechny vzorové vyreseny, ilustruji obecné teoretické metody a vztahy. Tim
pomahaji pochopit aplikaci vzorct vylozenych v knize prvni. Pfedklddany konvolut
tedy vzajemné provazuje klasickou prednasku a cvieni s modernim proseminarem.

V knihach jsou kromé toho zminény pfirozené névaznosti na dalsi obory teo-
retické fyziky, zejména kvantovou teorii, teorii relativity, teorii pole a statistickou
fyziku. Mym cilem byla také prehledna struktura a srozumitelnost texti, bohatost
ilustraci, adekvatnost rozsahu i formy vykladu a v neposledni fadé téz piivétiva
typograficka podoba dila.

Jiri Podolsky, Praha, 10. inora 2023
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Predmluva a podékovani

Tento text by nemohl vzniknout bez Jiftho Langera (1939-2020), mého skvélého
uéitele a pak blizkého kolegy z Ustavu teoretické fyziky. Doc. RNDr. Jifi Langer,
CSc., se vyuce teoretické mechaniky na Matematicko-fyzikalni fakulté Univerzity
Karlovy vénoval Sest desetileti. Za tu dobu vychoval mnoho tisic studentt.

Mezi nimi jsem se na podzim roku 1983 ocitl i ja. Ptedmét Teoreticka mechanika
pro studenty 2. ro¢niku fyziky na Matfyzu mé doslova uhranul a 22. prosince jsem
z né&j tspésné slozil zkousku (z4pis v indexu mi doc. Langer provedl zelenym inkous-
tem, podobné jako v prvnim roc¢niku prof. Kvasnica za Prosemindi matematickée
fyziky). Nemohl jsem tehdy tusit, Ze se mi tento naddherny predmét stane celozi-
votnim pedagogickym osudem. Jsem za to opravdu vdécny, a klicovou roli v tom
opét sehral Jifi Langer. Kdyz jsem v roce 1989 nastoupil na védeckou aspiranturu
na katedru matematické fyziky MFF UK (postupné se mohla zase vratit k tradic-
nimu néazvu Ustav teoretické fyziky), zvolil si mne jako jednoho z cvi¢icich tohoto
predmétu.

V roce 1990 jsem odjel studovat do USA a na University of New Mexico shodou
okolnosti pomahal jako Graduate Assistant vybornému pedagogovi prof. Charlesi
Beckelovi s vyukou kurzu Analytical Mechanics. Bylo velmi poucné a zajimavé na
vlastni kizi zazit, jakym zptisobem probiha vyuka teoretické mechaniky na americ-
kych univerzitach a jaky je jeji obsah.

Po navratu do Prahy mne Jifi Langer podrobné vyzpovidal. Pfemysleli jsme
potom, jak nejlépe zkombinovat tradiéni stfedoevropsky styl vyuky s americkym,
ve kterém se namisto cviceni jenom zadavaji domaci tkoly a namisto pisemného
a ustniho zkouseni jen pisi testy. Tak vznikl na$ ,hybridni“ bodovy systém,! ktery
se opira o pozitivni motivaci studentii a vede k jejich priibézné praci. Dost se nam
osvedcil.

Kratce poté v roce 1995 mne Jifi Langer pfizval, abych s nim kurz Teoretickd
mechanika prednasel. Za tuto jeho velkorysou nabidku, kterd pro mne byla jako
z TiSe snt, jsem mu dodnes velmi zavazan. Tak jsem se jako zacinajici odborny
asistent dostal k pfednaseni mechaniky na MFF UK. Nejprve jsem ze semestralniho
kurzu prevzal osm pfednasek vénovanych hmotnym bodim (az po Hamiltonovu—
Jacobiho teorii), o étyfi roky pozdéji jsem pfibral i dvé pfedndsky o mechanice
tuhého télesa. Od roku 2000 tak na kolegu Langera zbylo kazdoroc¢ni prednaseni
mechaniky kontinua. Inu, podal mi prst a pfisel o skoro celou ruku. ..

!Béhem semestru lze ziskat az 100 bodi (10 bodf za kazdy ze 4 domécich tkolt a 60 bodi
za napsani testu obsahujiciho 3 tdlohy). Kdo ziskd alesponi 60 bod, dostane zapocet. Kdo ziskd
alesponn 80 bodi, nemusi psat pisemnou cast zkousky. Odménou za 95 a vice bodu je ¢okoladovy
bonbédn.
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Tolik mij osobni ptibéh. Pro zachovani historické paméti snad bude zajimavé
uvést 1 vazené predchudce, prednasejici tohoto pfedmétu na Matematicko-fyzikalni
fakulté od jejitho osamostatnéni v roce 1952. Podle osobnich vzpominek Jifiho Lan-
gera a nékterych mych (mozné neuplngch) podkladii bylo persondlni obsazeni vyuky
nasledujici:

Miroslav Brdicka zhruba do roku 1960

Arnost Hladik 60. 1éta

Jifi Langer cviceni a od roku 1964 c¢asti prednasek
Jifi Blank, Lubo$ Valenta nékolikrat v 70. letech

Jifi Langer zhruba od roku 1980

Jifi Podolsky od roku 1995

Uvedena jména dokladaji, ze je uz dlouhou tradici, aby vyuku teoretické mechaniky
zajistovali ¢lenové Ustavu (katedry) teoretické (matematické) fyziky.

Je to zavazujici tradice. Umocnéna tim, ze vydame-li se hloubéji do minulosti
vyuky mechaniky na Univerzité v Praze, setkime se s profesory Trkalem, Zaviskou,
Kolackem, Kucerou a Strouhalem. A jesté pfed nimi také s Ernstem Machem, ktery
zde b&hem téméi tiicetiletého puisobeni jako profesor experimentélni fyziky napsal
a v roce 1883 vydal vlivnou ucebnici mechaniky Die Mechanik in ihrer Entwicke-
lung: historisch-kritisch dargestellt. Toto pedagogicky skvéle podané dilo prezentuje
téma z historického pohledu a obsahuje kritiku newtonovského konceptu absolut-
niho prostoru a pohybu. Tento tzv. Machiv princip se stal pozdéji velkou inspiraci
pro Alberta Einsteina. Je pozoruhodnym faktem, ze také Einstein sdm pusobil o t¥i
desetileti pozdéji na téze (némecké) Karlo-Ferdinandové univerzité v Praze. Jako
profesor teoretické fyziky zde tii semestry v letech 1911-1912 vyucoval Mechaniku
hmotnych bodu a Mechaniku kontinua.

Klasicka Newtonova mechanika, ktera v historickém i obsahovém slova smyslu
stoji v zakladech celé fyziky, je tu s nami jiz vice nez tii staleti. Pfed dvéma sto-
letimi byla zasluhou Lagrangeho, Hamiltona a dalSich odéna do velmi elegantniho
matematického havu analytické mechaniky. Takto formulovand teoretickd mecha-
nika tvofi vychodisko vyuky fyziky na kazdé univerzité. Bez jejiho pochopeni nelze
postoupit dale k teorii relativistické ani kvantové. Knih, ucebnic a skript teore-
tické mechaniky je proto v knihovnach svéta doslova nepfeberné mnozstvi, ve vsech
hlavnich jazycich i v bezpoctu jazyku lokalnich.

Uvedme seznam vyznamnych ¢eskych udebnic teoretické mechaniky vzniklych
a uzivanych na Karlové univerzité v Praze. Prvni vydal uz v roce 1880 profesor
matematické fyziky a teoretické astronomie Augustin Seydler, ve 20. stoleti pak
nasledovalo nékolik dalsich:

Augustin Seydler Theoretickd mechanika pro vysoké skoly 1880
Bohumil Kucera Zaklady mechaniky tuhych téles 1921
Viktor Trkal Mechanika hmotnych bodi a tuhého télesa 1956
Miroslav Brdicka Mechanika kontinua 1959
Miroslav Brdicka,

Arnost Hladik Teoreticka mechanika 1987
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Je vidét, ze prazské univerzitni ucebnice teoretické mechaniky v minulosti vznikaly
s odstupem zhruba 30—40 let, tedy vzdy po jedné aZ dvou generacich fyzika.

7 této perspektivy se zd4, ze s odstupem 35 let od posledni ,kanonické knihy“
Brdicky a Hladika [1] mozné nyni opét nadeSel ptihodny ¢as poskytnout studentiim
dalsi ucebnici, ktera by se pokusila reflektovat neddvné zmény matematického for-
malismu (pouziti abstraktniho a i¢inného jazyka diferencidlni geometrie), reagovala
na vyvoj oboru (posun ke studiu slozitych dynamickych systémi), modernizovala
styl vykladu (efektivni struénost pii zachovani adekvatni rigoréznosti), zvolila vhod-
nou formu prezentace (pouziti vice obrazkl a ndzornych schémat) i sazby (forméat
a velikost pisma, piivétiva grafickd podoba stranek).

Kratce po roce 2000 jsme se jiz dockali modernich textt tohoto typu, zejména
aktualizovanych vydani Brdi¢kovy Mechaniky kontinua [2] se spoluautory Samkem
a Sopkem, a také velmi pékné ucebnice Mechanika ve fyzice od kolegti Horského,
Novotného a Stefanika z brnénské Masarykovy univerzity [3]. Tyto knihy nyni do-
porucujeme studentim na MFF UK jako referen¢ni. Za pozornost stoji také starsi
kniha Leechova [4], kter4 je i pfes velky rozsah témat napséna tisporné a elegantné.
V anglicky studujicim svété jsou modernimi ucebnicemi teoretické mechaniky prede-
v8im tvodni Symonova Mechanics [5], obvykle nasledovand rozsahlou a pokro¢ilejsi
Goldsteinovou monografii Classical mechanics [6].

Nicméné jiz koncem 90. let jsme s Jifim Langerem pojali zamér vypracovat
vlastni studijni texty usité pfimo na miru naseho kurzu Teoretické mechaniky. S po-
uzitim svych v TEXu vysézenych podrobnych pfiprav na pfednasky jsem v roce 1999
sepsal studijni material z tuhého télesa a kolega Langer koncipoval elegantni avod
do jim pfedndsené mechaniky kontinua a rovnice struny (pfepracovanim a rozsife-
nim tohoto struéného Langerova textu nyni vznikla III. ¢4st predkldadané ucebnice).
V roce 2000 jsme oba materialy dali volné k dispozici studenttim. Béhem dvaceti let
jsem pak postupné dopisoval dalsi chybéjici kapitoly (a pribézné opravoval a ménil
ty jiz existujici). Nejprve to byl Lagrangeiv formalismus (2006), pak Hamiltonav
(2016) a nakonec i dlouho odklddand kapitola vénovand Hamiltonovu variaénimu
principu (2019). Nyni jiz tedy bylo moZzné ucebnici dokonéit a v ucelené formé
predlozit studenttim. Snad bude k uzitku.

Jirt Podolsky, Praha, 21. srpna 2022
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Kapitola 1

Newtonovska mechanika

V této strucéné tvodni kapitole pfipomeneme klicové pojmy a vzorce klasické me-
chaniky. Naznacime i jeji meze ve vztahu k moderni relativistické a kvantové fyzice.

1.1 Hlavni pojmy, predpoklady a omezeni klasické
mechaniky

Ukolem klasické newtonovské mechaniky je popsat pohyb objekttl, které navzajem
interaguji skrze silova ptisobeni. Klasickd mechanika pfi tom pracuje s nasledujicimi
zékladnimi pojmy, o nichz ¢ini tyto apriorni pfedpoklady:

e prostor: spojity, 3-dimenziondlni, eukleidovsky, homogenni a izotropni
e Cas: spojity, I-dimenziondlni, absolutni, rovnomerneé plynouct, jednosmeérngy

e objekty: jsou idealizovdny soustavou rozlisitelnych hmotngch bodu
(nebo spojitym kontinuem)

e stav: stav hmotného bodu urcen jeho polohou a hybnosti

Z pohledu fyziky 20. a 21. stoleti vime, ze vétSina téchto predpokladu ve skutec-
nosti neplati, nicméné za béznych okolnosti jsou s velmi dobrou mirou pfesnosti
opravnéné. Naptiklad:

e podle obecné teorie relativity neni prostorocas v pritomnosti gravitace plochy
(ale ve sluneéni soustavé je jeho zak¥iveni malé a odchylky od newtonovskych
predpovédi tudiz obvykle zanedbatelné)

e podle teorie relativity mé kazdy pozorovatel sviij vlastni Cas
(ale pro malé rychlosti a daleko od hmotnych téles ¢asy riznych pozorovatelt

splyvaji)

27



28 kniha I. kapitola 1. Newtonovska mechanika

e v kvantové teorii jsou elektrony, fotony a dalsi objekty mikrosvéta principialné
nerozlisitelné

(avSak pro makroskopickd télesa plati standardni statistika a kauzalita)

e v kvantové mechanice je stav dan naprtiklad jenom polohou ¢astice, a v tom pii-
padé je jeji hybnost libovolna (anebo naopak jenom hybnosti ¢astice, a v tom
pripadé je jeji poloha libovolnd). Lze urcovat pouze pravdépodobnost, s jakou
naméiime rizné hodnoty fyzikalnich velicin
(nicméné makroskopicka télesa se za béZnjych teplot chovaji klasicky a deter-
ministicky, jejich pohyb je popsatelny spojitou trajektorii)

Mizeme tedy ucinit prakticky zavér, ze predpoklady Newtonovy mechaniky sice
v pfirodé nejsou rigorézné splnény, ale plati s ,,velkou presnosti“ ve vétsiné ,,obvyk-
Iych* situaci — pokud maji studované objekty bézné rozméry, hmotnosti, teploty,
malé rychlosti a podobné. Tehdy je mozné (a pochopitelné i vyhodné) aplikovat
pomeérné snadny aparat klasické newtonovské fyziky.

1.2 Newtonovy pohybové zakony

Isaac Newton (1643-1727) ve svém pielomovém dile Philosophie naturalis prin-
cipia mathematica z roku 1687 (zkracené Principia) polozil zéklady matematicky
pojaté prirodovédy. Zejména zformuloval nasledujici zdkony mechaniky:

[EE)

H PHILOSOPHIE )\

N AT OR ALILS |

PRINCIPIA
MATHEMATICA.

Aucore 5. NEWTON,
v

AXIOMATA
SIVE

LEGESMOTUS

. Coll. Cantab. Soc. Machefeos
odali.

Lex. 1. Corpus omne perseverare in statu suo quiescendi vel movendi uniformiter in
directum, nisi quatenus a viribus impressis cogitur statum illum mutare.

Lex. II. Mutationem motus proportionalem esse vi motrici impresse, et fieri secundum
lineam rectam qua vis illa imprimitur.

Lex. III. Actioni contrariam semper et equalem esse reactionem: sive corporum duo-
rum actiones in se mutuo semper esse equales et in partes contrarias dirigi.
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V Ceském piekladu tedy:

zédkon 1.

zédkon 2.

zédkon 3.

KaZzdé téleso setrvdvd ve stavu klidu anebo v rovnomeérném primocarém pohybu,
ledaze je donuceno svij stav zmeénit v dusledku sil na néj pusobicich.

Zmeéna hybnosti je umérnd pusobici sile a odehrdvd se ve stejném sméru,
ve kterém tato sila piusobi.

Proti kazdé akci vidy pusobi stejné velkd reakce, neboli: vzdjemnd pusobeni
dvou téles jsou vZdy stejné€ velkd a miri na opacné strany.

V nasem textu se vSak nebudeme doslova drzet téchto Newtonovych ptivodnich
formulaci, které v riznych obménach zname jiz ze stfedni skoly, viz téz [1, 3]. Za-
kony misto toho pfreformulujeme do moderni podoby, ktera 1épe vystihuje jejich
fundamentalni obsah a vyznam:

Ezistuje vztazny systém (nazyvame ho inercidlni), vicéi némuz se kazdy
volny hmotny bod pohybuje rovnomeérné primocare.

Volnyg hmotny bod je takovy, ktery je odstinény od vsech ,pravych® sil. Toto
odstinéni lze v principu provést pro kazdou interakci, vyjma gravitace (proto se
musime pii konstrukci globalniho inerciadlniho systému omezit na situace, kdy
se studovany objekt nachédzi daleko od velkych hmot). Pfipomenme, Ze exis-
tuje cela tiida inercidlnich systémil navzajem spojenych konstantnim otocenim
nebo konstantni translaci nebo Galiletho transformaci x — x' = x — Vi,
kde x je vektor polohy a V je vektor rychlosti ¢arkovaného inercialniho sys-
tému vuci ne¢arkovanému. Pravé v inercidlnich vztaznych systémech je formu-
lace druhého Newtonova pohybového zakona pro hmotné body jednoduché:

Pro kazdy hmotny bod existuje konstanta m a vektorovd funkce ¥ takovd,
Ze jeho pohyb vici inercidlnimu systému je urcen diferencidlni rovnici
mx=F.

Druhy zékon je vlastné implicitni definici setrvacné hmotnosti m hmotného
bodu a soucasné i pusobici sily F. Podstatné je, Ze tento zdkon je univer-
zdlni v tom smyslu, Ze plati pro kazdy hmotny bod hmotnosti m a libovolnou
klasickou silu F (a jejich kombinace).

Mechanika se sama o sobé ,nestard“ o ptivod F. To je tikolem ostatnich obort
fyziky, naptiklad

teorie gravitace, podle niz F = G ™3*2 (—n)

Newtontv gravita¢ni zakon (1687),
teorie elektromagnetizmu: F = ¢ (E+ v x B)

Maxwell (1864), Lorentzova sila (1892)
a tak dale.
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Na charakter sily F' vétsinou klademe prirozené pozadavky, napriklad:

e plati princip akce a reakce
(problematické v pFipadé nestaciondrnich poli)
o zduislost jen na okamZitém stavu
(problémy s retardaci pfi koneéné rychlosti §ifeni pole)
e plati princip superpozice
(neplati v silnych gravita¢nich ani elmag polich)
V situacich, kdy jsou rozméry studovaného systému mnohem mensi nez je

charakteristickd vzdalenost dana soucinem rychlosti Sifeni interakce a charak-
teristického casu, lze tyto problémy ignorovat.

Zavérem zduraznéme, ze Newton sviij druhy pohybovy zakon zformuloval velmi
obecné,

p=F, kde p=mv|, (1.1)

tedy Ze pisobici sila je rovna casové zméné hybnosti télesa, nikoli tedy jen soucinu
hmotnosti a zrychleni télesa. Samoziejmé, v pripadé hmotného bodu ¢i téles, které
v pribéhu déje neméni svou hmotnost m, plati p = m v = m X. Avsak pfi zkoumani
pohybu télesa s proménnou hmotnosti (napiiklad startu rakety) je obecné zapotiebi
fesit Newtonovu rovnici (1.1). Jako prvni v historii fyziky takové tlohy formuloval
a fesil v letech 1812-1815 v Cechéach hrabé Jifi Buquoy [7, 8]. Jeho pozoruhodna
prace vsak upadla v zapomnéni a tlohy s proménnou hmotnosti byly po mnoha
desetiletich znovu nezavisle feSeny az dalsimi fyziky [9].

Jesté zajimaveéjsi vsak je, ze po formalni strance plati pohybova rovnice ve tvaru
(1.1) dokonce i v Einsteinové specialni teorii relativity. V takovém piipadé vsak
maji symboly ponékud jinou fyzikalni interpretaci: p, F a v jiZ nejsou vektory v t¥i-
rozmérném eukleidovském prostoru ale ¢tyr-vektory v Minkowského prostorocase,
Casova derivace se vztahuje k vlastnimu ¢asu 7 pohybujiciho se objektu a m je jeho
klidova hmotnost.

1.3 Od Newtona k analytické mechanice

V tomto studijnim textu se budeme postupné seznamovat s nékolika raznymi formu-
lacemi klasické mechaniky. Jiz od zakladni skoly znadme jeji béznou ,Newtonovu®
podobu, kterd jako hlavni veli¢iny vyuzivad vektory, predevsim vektor polohy x,
vektor rychlosti v, vektor zrychleni a, vektor sily F' atd. Manipulace s vektorovymi
jejich vektorovy soucin).

Proto se v prubéhu 18. a 19. stoleti vynofila fada alternativnich formulaci
klasické mechaniky, u jejichz zrodu stali Leibniz, Bernoulli, Maupertuis, Euler,
Lagrange, Laplace, Legendre, Poisson, Jacobi, Hamilton a mnozi dalsi. Spoleénym
rysem téchto formulaci je, Ze fundamentdlnimi veli¢inami jsou specifické skalary.
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Piikladem takovych fundamentéalnich skalart jsou zejména vhodné kombinace
kinetické a potencialni energie studovaného systému, jez davaji Lagrangeovu funkci L
¢i Hamiltonovu funkci H, anebo akéni funkcional S. Ukazuje se, ze stac¢i spravnym
zplsobem operovat pouze s nimi. Napiiklad pohybové rovnice (a jejich integraly,
tedy zachovavajici se velifiny) ziskdme pouhym derivovanim zminénych skaldri
podle vhodnych proménnych, variovanim funkcionald a podobné.

Hlavnimi vzorci tohoto typu jsou Lagrangeovy rovnice (3.24),

dafory o,
dt \ 0¢7 o

Hamiltonovy kanonické rovnice (5.8),

df _oH dp; _ OH
dt  op;’ dt  O¢i’

anebo Hamiltonuv variaéni princip (4.8),
05 =0.

Tyto modernéjsi pristupy ke klasické mechanice se ¢asto oznacuji jako analytickd
mechanika. Vyznam novych alternativnich formulaci mechaniky je ¢etny, pfedevsim:

e oteviraji cestu k popisu celé fady nemechanickych jevua:
lze je zobecnit v teorii pole, v relativistickych teoriich, v kvantovych teoriich

e jsou mohutnéj$im nastrojem vypodti:
jsou uZite¢né prakticky pro FeSeni slozitych tloh (exaktné, perturbacné nebo
numericky)

e vyuzivaji metod pokroé¢ilé matematiky:
rozsifuji spektrum matematickych znalosti (parcidlni diferencidlni rovnice,
variaéni pocet)

e jsou krasné a elegantni:
patii do pokladnice lidského ducha a jejich poznanim se otevird zcela novy
pohled na svét

Vydejme se tedy nyni na spole¢nou cestu k novym obzorum.



Kapitola 2

Newtonovy rovnice
s vazbami

Nas prvni krok smérem k analytické mechanice bude sice maly, ale dilezity. Za¢neme
rozborem problému, jak fesit pohybové rovnice s dodateénymi vazbami. Stale jesté
zlistaneme v ptivodni ,vektorové“ formulaci Newtonovy mechaniky a v kartézskych
soufadnicich. Zavedeme ale uzite¢ny formalismus, ktery ndm umozni fesit situace,
kdy pohyb objektd jiz neni volny, ale kromé piisobicich ,externich“ sil je navic
urcitym predepsanym zptisobem omezen. Naptiklad tim, Ze se téleso smi pohybovat
jen po urcité zakrivené ploSe, ze se musi kutalet bez prokluzovani a podobné.

2.1 Vazby a jejich klasifikace

Newtontiv pohybovy zdkon (1.1) uréuje, jak se soustava hmotnych bodt pohybuje
pod vlivem ptisobicich sil, naptiklad gravitacni ¢i Lorentzovy, viz ¢ast 1.2. Tyto
sily, které jsou explicitné zadany jako hladké funkce polohy, rychlosti a pripadné
casu, se tradiéné oznacuji jako takzvané vtisténé sily a oznacuji se symbolem F.
V tom pfipadé jsou pohybové rovnice z matematického hlediska soustavou obycej-
nych diferencialnich rovnic 2. fadu. Soustava ma obecné feseni, které je jednoznacéné
urceno pocateénimi podminkami, tedy hodnotami poloh a rychlosti (resp. hybnosti)
na pocatku déje.

Pohybovy zakon vSak miizeme uzit i obracené: je-li pohyb soustavy znam, tj.
jsou-li soufadnice poloh dany jako konkrétni funkce ¢asu, miazeme dvojim zderivo-
vanim a dosazenim do (1.1) urdit sily, které na soustavu v pribéhu dé&je pisobily.
Takovou tlohu fesil uz Newton v samych pocatcich mechaniky, kdyz z pohybu pla-
net — z Keplerovych zakonti — uréil tvar gravita¢niho zdkona.!

Casto se ale v mechanice setkdvame s tlohami, které jsou ,tak néco mezi“ obéma
témito krajnimi situacemi. Pohyb objektli, na néz pusobi vtisténé sily F, neni zpo-
¢atku plné znam, ale je omezen tim, Ze jsou na néj polozeny jisté apriorni podminky

1Je pozoruhodné, 7e toto odvozeni provedl pomoci &isté geometrickych tvah. Podrobnosti viz
naptiklad [10].
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— napiiklad ze nékteré z hmotnych bodi soustavy ,klouzou“ po zadanych plochéach,
body mohou byt spojeny tuhymi (nehmotnymi) tyéemi a podobné. O téchto do-
date¢nych podminkach obecné hovorime jako o wvazbdach. Jejich Géinek na hmotné
body muzZeme nahradit pomocnymi silami, které ptirozené nazyvame vazbové sily
a oznacujeme je R. Vazbové sily vSak nejsou zpocatku explicitné zadany a museji
byt odvozeny béhem hledani konzistentniho feSeni pohybovych rovnic.

Vazby obecné mohou omezovat polohy i rychlosti bodu soustavy a mohou zaviset

vvvvvv

zapsat jako implicitni rovnici néjaké pevné hladké plochy v prostoru s kartézskymi

soutadnicemi (z!, 2%, 23) = (z,v, 2):

Pt x? 23) = 0. (2.1)

Z véty o implicitni funkci vice proménnych plyne, ze napiiklad lze (alespoii lokélng)
vyjadiit soufadnici 2 jakozto funkci zbylych dvou soufadnic (2!, #2?). Piedepsanim
vazby (2.1) tedy omezujeme pohyb hmotného bodu v t¥irozmérném prostoru jen
na hladky dvourozmérny podprostor pripustnych poloh, takzvany konfiguracni
prostor. Jeho dimenze je uréena poctem stuprit volnosti soustavy, coZ je po-
Cet nezdvislych soutfadnic. Kazda vazba (2.1) snizuje pocet stupiitt volnosti o jeden:
puvodni tfi stupné volnosti se vazbou efektivné zredukovaly na pouhé dva. Pre-
depsanim dalsi vazby by soustava méla uz jen jeden stuperti volnosti (typicky by
pak byl pohyb hmotného bodu omezen na kfivku uréenou prisecikem ptislusnych
hladkych ploch).

Piiklady jednoduchych vazeb:
e naklonénd primka:

p=y—aztana=0. (2.2)

Bod o soufadnicich (z,y) se mtze pohybovat jen po
primce se sklonem «, nebot tan o = y/x (pfedpokladame
z = 0; pro z libovolné jde o naklonénou rovinu).

e matematické kyvadlo:

p=a+y?—12=0. (2.3) L
Bod o soufadnicich (z, y) se mize pohybovat jen po kruz-
nici, jejiz stfed je v pocatku a polomér mé [ (pfedpokla-
ddme z = 0).
o sférické kyvadlo (pohyb po povrchu koule):
p=a?+y? +22-12=0. (2.4) |z

Bod o soufadnicich (z,y,z) se miZe pohybovat jen po
sfére, jejiz stfed je v pocatku a polomér ma .
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e pohyb po povrchu koule s proménnym polomérem:
p=a>+y*+ 22— 1*() =0. (2.5)

Bod o soufadnicich (z,y,2) se miZe pohybovat jen po
sféte, jeji polomér se méni jako zadand funkce ¢asu I(t).

Obecné mohou vazby zaviset také na rychlosti hmotnych bodd, pfipadné mohou
omezovat jejich pohyb nejen na zakfivené plochy, ale na cely poloprostor, jehoz je
zakfivend plocha hranici. Pro pfehlednost proto nyni provedeme klasifikaci vazeb
a zavedeme terminologii béznou v literature.

Klasifikace vazeb podle t¥i ruznych kritérii:

oboustrannd: ¢ =0 omezeni na podprostor,

vazba . i i 2.6)
jednostranna: ¢ >0 omezeni na ,,polo“prostor.
skleronomni : xd nezavisla na case,

vazba i o ) o (2.7
rheonomni : o(a7,t) z4visla na Case.
holonomni : )t nezavisla na rychlosti,

varba  #@ht) - neabvislé na rychlo (28)
neholonomni: ¢(x?,47,t)  zévisld na rychlosti.

Vazba (2.1) je tedy oboustrannd, skleronomni a holonomni. Také vSechny &tyti
vazby (2.2)—(2.5) jsou oboustranné a holonomni, pfi¢emz prvni t¥i jsou skleronomni,
zatimco posledni je rheonomni.

Pouzité terminy jsou z Fectiny: ho nomos (0 véuos) = zékon, skléros (okAnods)
= pevny, tvrdy, rhes (péw) = tecu, plynu, holos (6M\os) = cely.?

K neholonomnim vazbam je vSak nezbytné ucinit jesté velmi dulezitou po-
znamku: ne kaZdd vazba obsahujici rychlost je neholonomi. Neholonomni je pouze
takovd, ve které se zavislosti na rychlosti nelze zbavit integract.

Priklad zdanlivé neholonomni vazby:
disk pohybugjici se bez prokluzovdni

po vodorovné primce

Uloha m4 jen jeden stupeii volnosti.

Vazba na neprokluzovani zni $ = a ¢, coz ale
lze integrovat do podoby holonomni vazby
p=s—aa=0.

2Nemame-li sklerdzu a nejsme tedy natvrdli, vapomeneme si, ze rheologie studuje deformaéni
vlastnosti latek (anebo na Herakleitovo panta rhei, vSe plyne).
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Piiklad skuteéné neholonomni vazby:

disk pohybugjici se bez prokluzovani
po vodorovné roviné€

Uloha mé ¢tyfi stupné volnosti (je-li disk
stale svisly), a to (z,y) bod dotyku, @ thel
odvaleni, # tithel natoceni disku.

Vazby na neprokluzovani jsou & = a cé cosf
a y=adasinf, coz jsou dvé vazby tvaru
o(&,9,&,0) =0, které vSak nelze integrovat
do holonomnich vazeb ¢(z,y,a,0) =0.

Dikaz tohoto tvrzeni je zfejmy: vZdy je mozné dostat se z pocatecniho stavu
x=0=y, a =0 valenim bez prokluzovani do mista (z,y) s predepsanym
thlem odvaleni a a s libovolnym dhlem natoceni disku 6. Staci totiz zvolit
vhodnou trajektorii, kterd kon¢i v bodé (z,y), ma délku s = a « a te¢na k tra-
jektorii v koncovém bodé m4 smér 6. Je-li zaddno prili§ malé (nebo dokonce
zaporné) koncové «, stadi na vhodném misté provést ,otocku disku do pro-
tisméru“ (0 — 6 + 7), diky ¢emuz se pak zacne tihel odvaleni zmenSovat na
pozadovanou hodnotu. VSechny ¢tyfi parametry jsou tedy zcela nezdvislé, takze
pro né nemiZe existovat vazba tvaru ¢(z,y,«,0) =0.

2.2 Lagrangeovy rovnice I. druhu

Vratme se nyni k feSeni tlohy, jak najit pohyb objektu podrobeného vazbé. V pii-
padé, ze hmotnost objektu m je konstantni (napfiklad jde o hmotny bod), lze New-
tonovu pohybovou rovnici (1.1) psat v obvyklém tvaru mx = F, tedy v kartézskych
soufadnicich

pfidemz #; = &' jsou kartézské slozky zrychleni.? To je obecné soustava t¥i oby-
¢ejnych diferencialnich rovnic 2. fadu pro hledanou trajektorii z*(t). Pokud jsou
funkce Fj;(27,47,t) vyjadiujici kartézské slozky piisobici vtisténé sily F hladké
funkce polohy a pripadné rychlosti a ¢asu, rovnice maji jednoznacné reseni uréené
pocdtecnimi podminkami, tedy polohou z} a rychlosti .

Nyni na soustavu pohybovych rovnic naloZime holonomni (oboustrannou) vazbu
¢z’ 1) =0, (2.10)

coz je v kazdém okamziku ¢ implicitni rovnice (hladké) pevné plochy v t¥irozmérném
eukleidovském prostoru. Reseni rovnic (2.9) uz nebude podminkdm (2.10) vyhovo-

30becné je mezi vektory (veliGinami s kontravariantnimi slozkami, tedy s hornimi indexy)
a I-formami (veli¢inami s kovariantnimi slozkami, tedy s dolnimi indexy) geometricky rozdil.
Protoze vsak zde pracujeme v eukleidovském prostoru v béazi kartézskych soutadnic, jsou hodnoty
odpovidajicich si kovariantnich a kontravariantnich slozek totozné, tedy z; = x* a Fy = F*.



36 kniha I. kapitola 2. Newtonovy rovnice s vazbami

vat.? Zkoumejme tedy, jak musime pohybové rovnice (2.9) pozmeénit, aby jejich
feSeni vazbu (2.10) v kazdém ¢ase spliiovalo.

Ptidejme na pravou stranu pohybové rovnice (2.9) vhodné funkce R;(z7,7,t),
které miiZzeme interpretovat jako kartézské slozky dodatecné vazbové sily R, za-
pricenéné interakci s vazbou. V kazdém okamziku a v kazdém misté vazby ¢ =0
mizeme tuto silu jednoznaéné rozlozit na silu T te¢nou k vazbové plose (2.10) a silu
N k této plose kolmou (normélovou), tedy R = T + N. Normélovou komponentu
N vazbové sily miizeme bez Gjmy na obecnosti psat ve slozkach jako

9¢

N’i = A~
AB:UZ

(2.11)
kde koeficient )\ je zatim neurcend funkce souradnic, rychlosti a ¢asu, zatimco grad ¢
se slozkami aaf je (obecné nejednotkovy) vektor kolmy k plose uréené (2.10).> Rov-

nice (2.9) spolu s vazbou (2.10) tim pfejde na tvar

0 .
mfiZFi—FTi—F)\BT(;a (27 ,t) =0 |, (2.12)

kde T; a A jsou zatim neznamé funkce. Tuto soustavu rovnic, jez urcuje pohyb
hmotného bodu podrobeného holonomni vazbé, nazyvame Lagrangeovy rovnice
I. druhu (J. L. Lagrange, 1775). Objasnéme nyni fyzikdlni vyznam zavedenych
funkci X a T;.

Z vyrazu (2.11) je vidét, Ze Lagrangetv koeficient \ urcuje velikost normdlové
komponenty vazbové silly N = Agrad ¢, tedy N = |N| = |A||grad ¢|, kde |grad ¢| =
VG + (32)" + (84"

Naproti tomu 7; jsou kartézské slozky silové interakce T mezi vazbou a télesem,
které jsou k holonomni vazbé tecné. Reprezentuji napiiklad treci silu mezi télesem
a povrchem popsanym vazbou ¢(27,¢) = 0. Pokud je tento povrch dokonale hladky,
tfeni vymizi a muzeme polozit T; = 0.

Ukazme nyni, ze pro holonomni a soucasné skleronomni vazbu ¢(z7) =0 je
mozné vzdy explicitné vyjadrit A jako funkci okamzité polohy a okamzité rychlosti
hmotného bodu, tedy A\(z?, 7, t). Hledané feseni je ddno jako x* = z%(t). Dosadime-
li ho do vazbové podminky, dostaneme slozenou funkci qb(xl(t)) casu t, jejiz hodnota
must byt v kazdém cCase také rovna nule. Dvojim derivovanim ¢((Ei (t)) podle casu
ziskdme tedy rovnice

¢
- ozt

09
- ozt

2
0°¢ Bik =0, ik=1,2,3. (2.13)

.
=0 . T
’ - Oxtoxk

2

4Uvazme napt. pohyb hmotného bodu po povrchu koule bez puisobeni vtisténé sily (F; = 0).
V takovém piipadé rovnice (2.9) urc¢uji, ze pohyb je pfimocary, ale na sférické plose popsané vazbou
(2.10) zadné p¥imky neexistuji.

5Uvazme dva blizké body o souiadnicich z’ resp. z'+dz? na vazbové plose. Zjevné
plati ¢(z?) =0 a ¢(z* + dz?) = 0. Rozvineme-li druhou funkci do Taylorovy fady, dostaneme
d(x? + dz?) — p(z?) = %dx’ = 0. Protoze vektor se slozkami dz’ lezi v te¢né roviné k plose ¢ = 0,

musi byt vektor grad ¢ se slozkami gﬁ k této plose kolmy, protoze jejich skalarni soucin je nulovy.
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Nyni vynasobime druhou rovnici (2.13) konstantou m a dosadime za m %; z Lagran-
geovy rovnice (2.12). ProtoZe teéné slozky vazbové sily T; a gradientu gfi jsou
navzajem kolmé, dostaneme vyraz

06 00 06N _ P9
;(E&vi—’_ 393’393’)_ M2 iR U (2.14)

17

takze

)G e

Protoze prvni a druhé derivace vazby ¢ jsou znamé funkce, je funkce A zcela urcéena
normalovou slozkou vti§téné sily Fj, slozkami rychlosti 4 hmotného bodu a jeho
polohou v daném okamziku. Dosadime-li nyni A z (2.15) do (2.12), dostaneme sou-
stavu diferencidlnich rovnic vyfeSenych k nejvysSsim (to jest druhym) derivacim,
v nichZ na pravé strané stoji plné urcené funkce souradnic, rychlosti a ¢asu. Jejich
FeSitelnost pro ,slusné“ funkce na pravé strané (pfesnéji: funkce spliujici Lipschit-
zovu podminku) zaruéuje véta o existenci a jednozna¢nosti. Najdeme-li jejich feseni
a dosadime ted uz znamé funkce z* = z(t) do (2.15), zcela uréime pomoci (2.11)
normaélovou silu N; zpusobenou vazbou. Naopak funkce T; vazbou urceny nejsou.

)\(mjxjt ( Zalaxk &gk

Fyzikalné predstavuji holonomni vazby (2.10) omezeni pohybu na povrch né-
jaké télesa. Obvykle navic predpokladame, ze toto téleso je dokonale hladké: tfeni
zcela vymizi a v takovém piipadé klademe T; = 0. Lagrangeovy rovnice (2.12) pak
miuZzeme prepsat ve vektorovém tvaru

m%x =F + Agrad ¢, (;S(x,t):O‘. (2.16)

Pri pohybu po povrchu redlného télesa ale vzdy ptisobi tfeni, které ma smér
teény k povrchu. Pokud chceme toto tfeni uvazovat, je mozné ho zahrnout mezi
vtisténé sily a urcit je néjakym predpisem, ktery obecné zavisi na tvaru vazbové
plochy. Vezméme nejjednodussi piiklad takzvaného izotropniho smykového treni.
Odpovidajici sila T je tmérna kolmému tlaku na podlozku a ma smér opacny nez
rychlost, tedy mé tvar (—koeficient vleéného tieni k)x (velikost normalové slozky
vazbové sily N = |\||grad ¢| ) x (jednotkovy vektor ve sméru rychlosti). Bude proto
vystizena predpisem

v ; @t
T=-kN—, ted T,=T"=—-k|\ —. (2.17
v y S (50) s o O

Neni-li pohyb jednorozmérny, tak diky odmocnindm zpravidla nelze tyto rovnice
analyticky fesit. Uloha je vSak dobfe definovana a feSeni miizeme najit numericky.
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Priklad: Hmotny bod klouze v homogennim gravitacnim poli po hladké kouli polo-
méru 1. Byl vypustén z klidu z vrcholu.’ Ve které visce bod opusti povrch koule?

Ze symetrie tlohy je zjevné, Ze pohyb se bude odehravat ve
svislé roviné. Muzeme proto polozit z = 0 a feSit problém jen
ve dvourozmérném fezu se souradnicemi x, y. Lagrangeovy rov-
nice I. druhu (2.16) tedy maji tvar

. 8¢
mx = Agss

. A
my——mg—i—)\a—y,
p=a+y*—1°=0, (2.18)

kde vazba ¢ =0 je stejnd jako vazba (2.3) pro matematické
kyvadlo. Jednostrannou vazbu ze zadani jsme zde pro zjedno-
duseni vypoctt nahradili analogickou vazbou oboustrannou:
uvazujeme pohyb v ,kulové slupce“ poloméru [ a hledany bod
najdeme podminkou R = 0.

Spocitanim parcialnich derivaci funkce ¢ dostaneme z prvnich
dvou rovnic

mi = 2\ z, (2.19)
mi{y=—mg+2\y. (2.20)

Nyni vezmeme vazbu (2.18) vy¢islenou podél trajektorie a pro-
vedeme jeji 1. a 2. iplnou ¢asovou derivaci:

¢=2i+yy) =0,  ¢=2[(zi+yij)+ @ +9*)]=0.

Uvazime, ze @2 + 32 = v? je kvadrét rychlosti hmotného bodu,
a dosadime za %, § z (2.19), (2.20). Po upravé uzitim
22 4+ y? = 1% dostaneme

m
A= (gy—2?), 2.21

o2 (9y = v7) (2.21)

coz je realizace obecného vyrazu (2.15) (pfesvédcte se o tom!).

Ulohu dopo¢itame uzitim zakona zachovani mechanické energie

%mu2 + mgy = mgl,
z néhoz vyjadiime rychlost v? = 2g(l —y) a dosadime do
(2.21), takze

mg
= "3y —2l).
A= (3y —20)

6Vrchol je (nestabilni) rovnovazna poloha, takze bod je nutno vypustit z blizkého okoli vrcholu.
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Hmotny bod opusti povrch koule v okamziku, kdy vazbova sila
vymizi, tedy R = N = |)||grad ¢| = 21 |\| = 0 neboli A = 0, coz
dava hledanou podminku

winN

Yo = 2 1. (2.22)

Béhem feseni tlohy jsme pouzili zdkon zachovani energie. Jsou-li vazby ho-
lonomni a soucasné skleronomni, jako v tomto pfipadé, je tento zédkon dusledkem
pohybovych rovnic (nikoli dodateénym principem). Opravdu, se¢teme-li prvni rov-
nici v (2.18) pfendsobenou & s druhou rovnici v (2.18) pfendsobenou ¢, dostaneme
m(Zz + §y) = —mgy + )\(%x + g—iy), coz miizeme prepsat do tvaru m(i?+7%) =
—(mgy) + Aé. Protoze ¢ = 0, lze tuto rovnici snadno integrovat: dostaneme

Lm(#? + 9*) + mgy = konst. (2.23)

tedy zakon zachovani mechanické energie.

2.2.1 Vice hmotnych bodu a vice vazeb

Zobecnéme nyni formalismus Lagrangeovych rovnic I. druhu na soustavu N hmot-
nych bodu a obecny podet v vazeb. Poloha hmotnych bodil v tf¥irozmérném eu-
kleidovském prostoru je pfirozené uréena jejich kartézskymi souradnicemi z',
tedy N trojicemi ¢isel. V analytické mechanice je vyhodné formélné reprezentovat
polohy wsech téchto N bodu jedingm bodem v 3N -rozmérném eukleidovském
prostoru, jehoz soufadnice jsou dany pribézné ocislovanymi kartézskymi sourad-
nicemi jednotlivych hmotnych bodt. Jinymi slovy, soufadnice (z!, 2%, 23) tohoto
fiktivniho bodu tvoi{ soufadnice prvniho hmotného bodu, (2%, 2°,2%) jsou souiad-
nice druhého hmotného bodu atd., az (z3V=2, 23V =1 23N) jsou soutadnice bodu
N-tého. Casovy vyvoj soustavy N hmotnych bodi je pak dan trajektorii x(t) je-
diného fiktivniho bodu v tomto formalnim 3/N-rozmérném kartézském prostoru se
soufadnicemi z?, kde i = 1,2,...,3N.

Rozsifeni naseho postupu, jenz vedl k pfedchozim vztahtm (2.12), na obecny
problém pohybu N hmotnych bodt podrobenych v < 3N holonomnim vazbam
¢, = 0 bez tfeni (T; = 0) je vcelku piimocaré: vyvoj je nyni popsan soustavou 3N
Lagrangeovych diferencialnich rovnic

09,
mii; = F} +Z)\ ¢ 7 i=1,2,...,3N, (2.24)
a v vazbovych podminek
b (xt, 2%, .., 23N ) =0/, v=12...v. (2.25)

Celkem tedy mame 3N + v rovnic pro 3N + v neznamych funkei z%(¢) a A, (t). Zdi-
raznéme, Ze na levé strané rovnic (2.24) pfes index ¢ nescitdme, tedy nepouziviame
Einsteinovu sumac¢ni konvenci.

Pouzivame zde také pravidlo, ze hmotnost prunitho bodu je mi = mg = mg,
hmotnost druhého bodu je my = ms = mg, a tak déle.
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Piiklad: Piikladem vazby (2.25) miize byt skleronomni vazba
¢E (1’1 —ZC4)2+((E2 —$5)2+((E3 —(E6)2 _12 :07

ktera fika, ze vzdalenost mezi prvnim hmotnym bodem o sou-

fadnicich (z!,2% 2%) a druhym hmotnym bodem, ktery ma

soufadnice (z%, 2°, 2°), zlistava konstantni a rovna [. V&imnéte

si, Ze prislusny vektor vazbové sily R = N ma 6 slozek A\ 2%

2A [zt —at, 2% — 2% 2® —af — (2’ —2?), - (2 —2°), - (2® —29)] .

Prvni t¥i slozky uréuji vektor sily (akci), kterou ptisobi druhy
bod na prvni, zatimco zbylé tfi slozky naopak urcuji vektor
sily (reakei), kterou ptisobi prvni bod na druhy. Obé tyto sily
evidentné ptisobi podél spojnice obou bodil a jsou opa¢né ori-
entované.

Priklad: Hmotny bod klouZe v homogennim gravitacnim poli po pruseciku hladké
koule polomeéru | s naklonénou rovinou sklonu . Naleznéte obé vazbove sily.

Mame jeden hmotny bod hmotnosti m, ktery je podrobeny
dvéma vazbdm. Prvni je identickd s vazbou (2.4), zatimco

Yy druhé je identicka s vazbou (2.2):
pr=2+y*+22-12=0, (2.26)
</ ¢po=y—xtana=0. (2.27)
-1

Lagrangeovy rovnice I. druhu (2.24) proto maji tvar

mi = 2\ — A tan
mij=-mg+2Ay+ Az, (2.28)
2)\12.

Nejprve tyto rovnice dosadime do druhé ¢asové derivace druhé
vazby ¢ =i — i tana = 0. Clen s \; vypadne diky (2.27),
takze

Xy =mg cos® o

Nyni naopak dosadime z (2.28) do druhé ¢asové derivace prvni
vazby ¢ = 2[(zd + yij + 2%) + (2% + 9> + 22)] = 0 a uzijeme
obé vazby (2.26), (2.27). Po tGpravé dostaneme

m

Al:ﬁ

(gy —v%),

kde v2 = i? + 9?2 + 22 je kvadrat rychlosti hmotného bodu.
Vsimnéme si, Ze tento vyraz je shodny s (2.21), jen rychlost
nyni mé i z-ovou slozku.
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