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ФИЗИЧЕСКИЕ ОСНОВЫ АНАЛИТИЧЕСКОГО 

ОПИСАНИЯ ПРОЦЕССА ТОРМОЖЕНИЯ С 

ПРОСКАЛЬЗЫВАНИЕМ АВТОМОБИЛЬНОГО КОЛЕСА 

ЗОТОВ В.М., ЖАРИНОВ Е.М., ХАВРОНИН В.П. 

РОССИЯ, ВОЛГОГРАДСКИЙ ГОСУДАРСТВЕННЫЙ АГРАРНЫЙ УНИВЕРСИТЕТ 

Аннотация. На основании физики явления, натурных и стендовых экспериментов и 

численного счёта процесса экстренного торможения колесного транспорта, 

предлагается функция связи между вращательным и продольным движением колеса, 

явно зависящей от времени. Это даёт возможность аналитически описывать качение с 

проскальзыванием автомобильного колеса по твёрдой поверхности. 

Ключевые слова: автомобильное колесо, качение по твёрдой поверхности, тормозной 

момент, коэффициент продольного скольжения, коэффициент сцепления в 

продольном направлении. 

Классическая математическая модель процесса торможения автомобильного 

колеса, движущегося по твёрдой горизонтальной поверхности, описывается 

системой уравнений вида [1]: 
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 (1) 

где 
ntM  0TOPM  – известная функция времени, описывающая тормозной момент на 

колесе, создаваемый тормозным механизмом; M0, n – параметры, определяемые 
техническими характеристиками тормозного механизма;  m — масса автомобиля, 
приходящаяся на одно колесо; g — ускорение свободного падения; Rd — 
динамический радиус колеса (расстояние от оси колеса до поверхности качения), I — 

момент  инерции,  — угловая скорость,   — угловое ускорение колеса 

относительно его оси; V — продольная скорость, V  — продольное ускорение оси 
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колеса относительно дороги;  S – коэффициент продольного скольжения;  (S) – 
коэффициент сцепления колеса с поверхностью дороги в продольном направлении. 

Процесс торможения начинается в нулевой момент времени, при этом (0) = 0, 

V(0) = V0,  V0 = R·0. 

Как видно из системы (1) коэффициент сцепления  (S)  является функцией связи 

между продольной скоростью и угловой скоростью колеса. На рисунке 1, по 

данным работы [2], приведены результаты измерений коэффициента 

продольного сцепления φ и соответствующего ему коэффициента сцепления S. 

 

Рисунок 1. Экспериментальные результаты измерений коэффициента 

продольного сцепления    и коэффициента проскальзывания S [2] 

Вид функции  (S) находится полуэмпирически; положительные постоянные f0, 

a, b, c  характеризуют сцепные свойства колеса с дорогой при его качении и 

определены экспериментально с погрешностью до 10% [3]. Из-за сложности 

функции связи  (S) система нелинейных дифференциальных уравнений (1) не 

имеет решений в квадратурах. Время её численного решения сравнимо, а для 

многоколёсного транспорта значительно превышает, длительность 

описываемого процесса. Поэтому повышение эффективности испытаний 

колёсного транспорта в условиях стенда или полигона, широкое использование 

антиблокировочных систем настоятельно требует создания таких 

математических моделей, описывающих движение колеса, которые имеют 

решение в режиме реального времени. Наиболее продуктивной в этом случае 

явилась бы математическая модель, имеющая решение в виде аналитической 

функции, явно зависящей от времени. 
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Так как коэффициенты функции φ(S) определены экспериментально с 

погрешностью до 10%, то её аппроксимация совокупностью линейных функций 

φL(S) не должно привести к значительной потере точности численного решения 

модели (1): 
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На рисунке 2 представлена зависимость  (S)  по модели (1) и её аппроксимация 

в виде системы линейных функций φL(S) для различных видов поверхности 

дороги. 

 

Рисунок 2. Диаграмма (φ–S) для различных типов поверхности дороги:  

пунктирная линия – дробно-степенная функция φ(S) по модели (1); сплошная линия – 
аппроксимированная функция  φL(S) по модели (2) 

При замене  (S) на φL(S) система уравнений (1) имеет точное аналитическое 

решение при S > S1, а при S < S1 преобразуется в нелинейное дифференциальное 

уравнение первого порядка [4]: 
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0
0

1   VptqVpVV n , 

где  
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
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gkp d

2
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(3) 

Точное решение уравнения (3) в общем виде не найдено [4, 5].  Рассмотрим 

частный случай при  n = 0 (тормозной момент на колесе есть величина 

постоянная): 

0
0
 VptqVpVV   (4) 

Перейдём от координат (t; V) к координатам (x; y): yVx
q

Vp
t 


 ;0 . В 

рамках рассматриваемого процесса 

];(,;
011

0 VVyx
q

Vp
x 







 
 ,   x1= x(t1) < 0,  V1= V(t1) > 0, 

где  t1 – момент времени, при котором  S=S1  (см. выражение (2));  t1 > 0  ограничивает 
сверху соответствие уравнения (3) движению колеса в режиме активного торможения. 
В новой системе координат уравнение (3) является однородным дифференциальным 
уравнением вида: 

xqypyy   . 

Замена переменных y = u·x приведет его к уравнению с разделяющимися 

переменными: 

qupuuux  2 . 

Учитывая, что x = 0 не является решением уравнения, и, допуская u2 + p u + q ≠ 0, 

получим: 

 
 x

dx

qupu

duu
2

. 

Значения числовых параметров p и q, в рамках рассматриваемого процесса, 

таковы, что 0
4

2

 q
p

. В результате вычисления интегралов имеем [5]: 
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Возвращаясь к исходным переменным, получим решение дифференциального 

уравнения (3) в неявном виде: 
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где C — постоянная величина, определяемая начальными условиями. 
Неявный вид полученного решения не позволяет эффективно его использовать при 
описании процесса торможения колеса в режиме реального времени. 

Для нахождения приближённого решения дифференциального уравнения (3) в 

явном виде, преобразуем его к виду 
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и проинтегрируем: 
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0 0

0)(  — неизвестная положительная функция. 

При торможении колеса на исследуемом временном промежутке 0 < t < t1(S1) 

функция V(t) монотонно убывающая, причём по данным авторов [1, 2, 3]  
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. Поэтому с погрешностью не более 10% левую часть 

выражения (5) можно преобразовать: 
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Тогда выражение (5) примет вид: 
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преобразуется в линейное дифференциальное уравнение, интегрируемое в 

квадратурах: 
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Подставляя решение дифференциального уравнения (7) при различных 

значениях n в выражение (6), найдём вид функции V(t) [4]: 
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в) n=2, 
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Подставив в системе (1) второе уравнение в первое и проинтегрировав 

полученное, найдём функцию  ω(t): 
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Аналитический вид функции ω(t) известен с учётом функций (6) - (10). Решения 

(6) - (11) справедливы на временном промежутке ];0[
1
tt , где t1 – момент 

времени, когда  S = S1. 
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а) n=0 – тормозной момент постоянен 
  

б) n=1 – тормозной момент растёт линейно 

  

в) n=2 – тормозной момент растёт по параболе

 

Рисунок 3. Графики зависимости продольной V и угловой ω скоростей от 

времени ];0[
1
tt  для  (S) из (1) (сплошная линия, численное решение) и L (S) 

из (2) (пунктирная линия, приближенное аналитическое решение) 

Функция тормозного момента МТОР = М0·t п. Торможение осуществляется на поверхности 
«сухой асфальтобетон». Параметры модели: M0 = 1689Нм; п = 0;1;2; m = 370кг; I = 1,1кг·м2; 

R = 0,287м; 0 = 70с-1; V0 = 20,09м/с 
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На рисунке 3 представлены графики функций, описывающие кинематические 

характеристики автомобильного колеса для поверхности «сухой 

асфальтобетон», полученные численным решением модели (1) (сплошная 

линия) и аналитическим решением уравнений (8) - (11) (пунктирная линия) при 

различных значениях параметра n. 

Таблица – Максимальная относительная разность значений кинематических 

величин автомобильного колеса между моделями  (S) (1) и (2) (размерность в 
СИ) 

Тип дорожного 
покрытия 

n p q 

Относительная разность численного 
решения модели (1) и аналитического 
решения модели (2) 

εt1,  % εV,  % εω,  % 

сухой 
асфальтобетон 

0 

2345 

36000 1,8 0 0,1 

1 18000 5,8 1,7 1,7 

2 12000 5,4 1,3 1,3 

мокрый 
асфальтобетон 

0 

2703 

41500 3,6 0 0 

1 20750 3,1 0,2 0,2 

2 13830 0,9 0,1 0,1 

обледенелый 
асфальтобетон 

0 

605,7 

9298 0 0 0,5 

1 4649 3,6 0 0,1 

2 3099 3,6 0 0 

В Таблице представлены максимальные относительные разности между 

значениями кинематических величин колеса, полученных численно по модели 

 (S) из (1), и аналитически по модели L (S) из (2) для различных дорожных 

поверхностей. 

Из данных рисунка 3 и Таблицы можно сделать вывод о соответствии, с 

погрешностью не более 6%, функции связи L(S) модели (2) функции связи  (S) 

модели (1). Следовательно, математическая модель (1) с учётом (2) и её 

приближённое аналитическое решение (8) – (11) даёт возможность 

математического моделирования процесса экстренного торможения в 

реальном времени многоколёсного транспорта. 

Работа выполнена при поддержке гранта Российского фонда 

фундаментальных исследований (проект № 14-08-00042"Развитие 

исследования и моделирования взаимосвязанных явлений в контакте 

эластичного колеса с твердой опорой в новом представлении"). 
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