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ПРИМЕНЕНИЕ МАТЕМАТИЧЕСКОГО 

МОДЕЛИРОВАНИЯ ДЛЯ ОЦЕНКИ 

ИНДИВИДУАЛЬНОГО И КОМБИНИРОВАННОГО 

ДЕЙСТВИЯ НЕОРГАНИЧЕСКИХ ВЕЩЕСТВ НА 

ЭУКАРИОТНУЮ КЛЕТКУ 

ЛУКИН К.Д.1, СЛОНСКАЯ Т.К.2, ХАЧАТУРЯН М.А.2  

1РЕСПУБЛИКА БЕЛАРУСЬ, РОССИЙСКИЙ ЭКОНОМИЧЕСКИЙ УНИВЕРСИТЕТ ИМ. Г.В. 

ПЛЕХАНОВА, МИНСКИЙ ФИЛИАЛ 

2РОССИЯ, ПЕРВЫЙ МОСКОВСКИЙ ГОСУДАРСТВЕННЫЙ МЕДИЦИНСКИЙ УНИВЕРСИТЕТ 

ИМ. И.М.СЕЧЕНОВА  

Аннотация. Проведены анализ и прогнозирование кривых роста дрожжей 

Saccharomyces cerevisiae при индивидуальном присутствии токсикантов и при 

комбинированном воздействии с использованием математической модели, 

основанной на решении задачи Коши для системы дифференциальных 

уравнений. Кинетические параметры – характеристики роста популяции – 

определены экспериментально. Математический аппарат кинетики цепных 

процессов позволяет дать удовлетворительное количественное описание 

влияния токсикантов на рост и развитие биологической популяции и 

охарактеризовать эффекты комбинированного действия (синергизм, антагонизм) 

токсикантов. Предложенная математическая модель позволяет изменять 

параметры, входящие в уравнения в широком диапазоне и получать 

соответствующие решения, т.е. наблюдать кинетику цепного роста 

изолированной популяции. 
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Ключевые слова: математическое моделирование, комбинированное действие, 

токсикант, кинетические кривые экотоксикологических процессов. 

Abstract. Saccharomyces cerevisiae growth curves were analyzed and forecasted in 

individual presence of toxicants and in combined action with the use of mathematical 

model based on Cauchy problem solving for the differential equation system. Kinetic 

parameters were measured experimentally. Thanks to mathematical tools of kinetic 

chain processes it is possible to characterize quantitatively the toxicants’ influence on 

the increase and development of biological population and describe combined toxicity. 

The mathematical model shows how changes in parameters of the equations describe 

the kinetic growth of the isolated population.  

Key words: mathematical modeling, combined action, toxicant, ecotoxicological 

processes’ kinetic curves. 

На возможность использования клеточных тестов in vivo и in vitro для 

ускоренного прогнозирования типа действия тех или иных комбинаций 

токсических веществ на организм указывает общий характер 

комбинированного действия на разных уровнях биологической 

организации [1], [3], [4]. 

Проведены исследования индивидуальных и комбинированных 

воздействий соединений меди и серебра, хрома и никеля, ртути и 

органических соединений на дрожжевые клетки Saccharomyces cerevisiae с 

целью теоретического обоснования и разработки экспериментальных 

методик количественной оценки комбинированного действия 

неорганических соединений серебра, меди, хрома, никеля, ртути – моделей 

лекарственных средств – на эукариотную клетку.  

Разработан методологический подход количественной оценки 

комбинированного воздействия лекарственных препаратов 

неорганической природы, основанный на построении диаграмм “доза-

ответ” однокомпонентных и бинарных систем. [2] 
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Были получены кривые роста дрожжей Saccharomyces cerevisiae при 

индивидуальном присутствии токсикантов и в комбинации. 

Предпринята попытка анализа и прогнозирования кривых роста  дрожжей 

Saccharomyces cerevisiae при индивидуальном присутствии токсикантов и 

при комбинированном воздействии с использованием математической 

модели, основанной на решении задачи Коши для системы 

дифференциальных уравнений. [5]-[8] 

В применяемой модели кинетические параметры – характеристики роста 

популяции –   определены экспериментально. 

Система дифференциальных уравнений [6] 

dc1/dt = -p1·c1 + f·b·cm (1) 

dcm/dt =  p·c1 - b·cm - a·c1·cm 

моделирует кинетику цепного роста изолированной популяции в 

предположении постоянства количеств субстратов М1, М2. 

Здесь c1, cm - плотности (концентрации) растущих и зрелых особей; a, b, g,   p 

- кинетические коэффициенты автоингибирования, рождения 

(разветвления), гибели и роста популяционной цепи, р1=p+g. В 

коэффициенты р и b включены постоянные количества субстратов М1 и М2, 

f- коэффициент размножения. Для разделившейся митотической клетки 

значение f равно 2. В общем случае значение f может быть как меньше, так 

и больше 2. [7] 

Система дифференциальных уравнений исследована с применением 

математического пакета Wolfram Mathematica. 

В дальнейшем для удобства обозначили неизвестные функции системы (1) 

С1 и Сm cоответственно x(t) и y(t).  Присоединив к этой системе начальные 

условия  
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                x(0)=x0,  y(0)=y0 ,                                              (2) 

получили задачу Коши:  

dx/dt = -p1
.x + f·b·y 

                      dy/dt =  p·x - b·y - a·xy                                              (3) 

x(0)=x0,  y(0)=y0. 

Решили эту задачу при значениях параметров, характерных для дрожжевых 

клеток Sacharomyces cerevisae в суспензии [6]: a=1.25*10-8 мл/ч, b=0.8 ч-1, 

р=0.32 ч-1, f =2. 

Cистема (3) принимает вид 

dx/dt = -0,32.x +1,6y 

                      dy/dt =  p·x - b·y - a·xy                (4) 

x(0)=0,3;  y(0)=0,15 

Как видно, в качестве начальных условий взяты: х(0)=0,3; y(0)=0,15.  

Листинг решения задачи (4) в пакете Wolfram Mathematica представлен на 

рисунке 1.    

NDSolve[{𝑥′[𝑡] == −0.32𝑥[𝑡] + 1.6𝑦[𝑡], 𝑦′[𝑡] =

= 0.32𝑥[𝑡] − 0.8𝑦[𝑡] − 1.28 ∗ 10−8 ∗ 𝑥[𝑡] ∗ 𝑦[𝑡], 𝑥[0] =

= 0.3, 𝑦[0] == 0.15}, {𝑥, 𝑦}, {𝑡, 0,1.5}] 

{{𝑥 → InterpolatingFunction[(0. 1.5), " <> "], 𝑦 →

InterpolatingFunction[(0. 1.5), " <> "]}}  Plot[{𝑥[𝑡], 𝑦[𝑡]}/. %, {𝑡, 0,1.5}] 
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Рис. 1 

По горизонтальной оси откладывается время, по вертикальной – 

концентрация.  Время изменяется от 0 до 1,5ч. 

На рисунке 2 приведен листинг решения той же задачи, но время 

изменяется от 0 до 2,5ч. 

NDSolve[{𝑥′[𝑡] == −0.32𝑥[𝑡] + 1.6𝑦[𝑡], 𝑦′[𝑡] =

= 0.32𝑥[𝑡] − 0.8𝑦[𝑡] − 1.28 ∗ 10−8 ∗ 𝑥[𝑡] ∗ 𝑦[𝑡], 𝑥[0] =

= 0.3, 𝑦[0] == 0.15}, {𝑥, 𝑦}, {𝑡, 0,2.5}] 

{{𝑥 → InterpolatingFunction[(0. 2.5), " <> "], 𝑦

→ InterpolatingFunction[(0. 2.5), " <> "]}} 

Plot[{𝑥[𝑡], 𝑦[𝑡]}/. %, {𝑡, 0,2.5}] 
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Рис. 2 

На рис. 3, 4 изображены в Excel кривые x(t) и y(t) рисунка 1. При этом кривая 

x(t), т.е. С1 аппроксимируется линейной функцией x(t)=0,0056t+0,3003 c 

коэффициентом детерминации R2=0,998. Это означает, что приведенная 

линейная модель адекватно описывает кривую, изображенную на рис 3. 

Аналогично кривая y(t) этого рисунка, т.е. Сm, изображена в Excel на рис 4. 

Она аппроксимируется параболой: x=0,00004t2-0,0008t+0,1499 c 

коэффициентом детерминации R2=0,992, т.е эта парабола достаточно точно 

описывает поведение кривой y(t), т.е. Сm. Минимум этой параболы или, что 

то же, кривой Сm(t) находится в точке t=0,5 и равен Сm(0,5)=0,14475. Это же 

видно и из таблицы функции y(t), по которой строится ee график (рис. 1).  

 
Рис. 3 

y = 0,0056x + 0,3003
R² = 0,998
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Рис. 4 

Рассмотренные выше задачи для системы дифференциальных уравнений 

(1) решались для начальных условий x(0) и y(0),таких, что x(0)>y(0). 

Ниже приводится листинг и график решения задачи для системы (1), когда 

x(0)<y(0). 

NDSolve[{𝑥′[𝑡] == −0.32𝑥[𝑡] + 1.6𝑦[𝑡], 𝑦′[𝑡] == 0.32𝑥[𝑡] − 0.8𝑦[𝑡] −

1.28 ∗ 10−8 ∗ 𝑥[𝑡] ∗ 𝑦[𝑡], 𝑥[0] == 0.15, 𝑦[0] == 0.3}, {𝑥, 𝑦}, {𝑡, 0,1.5}]      

 
Рис. 5 

Графики функций x(t) и y(t) в Excel приведены на рисунках 6 и 7 

y = 4E-05x2 - 0,0008x + 0,1499
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Рис. 6 

 
Рис. 7 

Как видно из рис. 6, кривая x(t) аппроксимируется параболой x = -

0,0002t2+0,0192t+0,3038 c коэффициентом детерминации R2=0,9992. Из рис. 

7 следует, что кривая y(t) аппроксимируется параболой y = 0,0002t2+0,0085t 

+ 0,0884 c  коэффициентом детерминации R2=0,9968. 

В обоих случаях кривые x(t) и y(t) c большой степенью точности 

описываются указанными параболами. Отметим, что в случае, когда 

x(0)>y(0), зависимость x(t)- линейная (рис.1, рис. 3). 



 
 

20 

Таким образом, рассмотренная система уравнений позволяет адекватно 

описать кинетические кривые экотоксикологических процессов.  

В пределах точности измерений расчетные кривые согласуются с 

экспериментальными в широком интервале концентраций токсикантов. 

Математический аппарат кинетики цепных процессов позволяет дать 

удовлетворительное количественное описание влияния токсикантов на 

рост и развитие биологической популяции и охарактеризовать эффекты 

комбинированного действия (синергизм, антагонизм) токсикантов. 

Предложенная математическая модель позволяет изменять параметры, 

входящие в уравнения в широком диапазоне и получать соответствующие 

решения, т.е. наблюдать кинетику цепного роста изолированной 

популяции. 
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