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1.2 Kvantitativńı znak . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 10

1.2.1 Mı́ry polohy . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 10
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2.2.2 Středńı hodnota . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 69
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2.4 Náhodný výběr . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 97
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3.3 Populace a výběr . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 118
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7.2.2 Mnohonásobná lineárńı regrese . . . . . . . . . . . . . 197
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Předmluva

Text je určen student̊um př́ırodovědecké fakulty UK a nejen jim. Vycháźı
z dlouholetých přednášek pro biology, studenty učitelstv́ı, v posledńıch le-
tech pro geografy, demografy. . . Doufám, že bude užitečný také student̊um
lékařských fakult a doktorand̊um biomedićınských obor̊u. Různé části knihy
jsou nestejně obt́ıžné, ale věř́ım, že si studenti dokáž́ı naj́ıt to, co je pro jejich
studium d̊uležité. Prvńı kapitola je věnována popisným statistikám, druhá
pak základńım pravděpodobnostńım pojmům. Za nejobt́ıžněǰśı, ale svým
zp̊usobem nejd̊uležitěǰśı, považuji třet́ı kapitolu, jej́ımž úkolem je přibĺıžit
princip statistického uvažováńı. Zbývaj́ıćı kapitoly uváděj́ı nejběžněǰśı sta-
tistické úlohy a metody k jejich řešeńı. Př́ıloha A je určena jako minimálńı
úvod těm, kteř́ı s R právě zač́ınaj́ı. Tento úvod je možno doplnit někte-
rým z manuál̊u, které lze nalézt na internetu, předevš́ım na některém ze
zrcadel CRAN (viz př́ılohu A). Př́ıloha B stručně popisuje data, s nimiž se
v kńıžce pracuje a která jsou umı́stěna na přiloženém cédéčku. Věř́ım, že
toto cédéčko usnadńı práci s kńıžkou. Jsou na něm po jednotlivých kapito-
lách uloženy všechny erkové výpočty uvedené v textu, v adresáři data jsou
uložena všechna data

Vzorečky, na které si někteř́ı studenti stěžuj́ı, jsem se snažil omezit.
Pravda, k vlastńımu poč́ıtáńı dnes tak často vzorečky nepotřebujeme, po-
č́ıtače je zpravidla znaj́ı spolehlivěji, ale vzorečky také umožňuj́ı stručný
a přesný zápis mnoha myšlenek, princip̊u, algoritmů. . . Kde vid́ım mož-
nost, tam takový vzoreček doprováźım podrobným, a jak doufám, snad také
srozumitelným vysvětleńım.

Text je prostoupen ukázkami výpočt̊u v prostřed́ı R s erkovými př́ıkazy.
Je to pomůcka, kterou vřele doporučuji. Pravda, seznamováńı se s t́ımto pro-
gramem je poněkud náročněǰśı, než třeba začátek práce v Excelu. Student,
který se neboj́ı samostatného myšleńı, po čase začne komunikovat s pro-
střed́ım R zcela samozřejmě. Toto prostřed́ı umožńı svému uživateli logicky

7

.



8 PŘEDMLUVA

hledat odpovědi na položené otázky. Znalost angličtiny práci v tomto pro-
střed́ı usnadńı. Daľśı pomůckou při práci v prostřed́ı R bude, jak doufám,
speciálńı rejstř́ık erkových funkćı použitých v této knize. Nicméně, nepsal
jsem př́ıručku programu R, psal jsem kńıžku o statistice.

Výklad je doprovázen řadou př́ıklad̊u, které jsou v každé kapitole pr̊u-
běžně č́ıslovány. Mnohé spolu souvisej́ı, navazuj́ı na sebe, což se pozná podle
stručného označeńı řešené úlohy, které je uvedeno vždy za č́ıslem př́ıkladu.
Tato označeńı lze nalézt také v rejstř́ıku. Doporučuji př́ıklady při studiu
nepřeskakovat. Naopak, jsou tam uváděny interpretačńı komentáře d̊uležité
pro osvojeńı základ̊u statistického myšleńı. Studium př́ıklad̊u je užitečné
i tehdy, když si čtenář výstupy z R jen prohlédne. Konec př́ıkladu čte-
nář snadno rozpozná podle symbolu ⃝ umı́stěného na jeho konci. Podobně
poznámky, které obsahuj́ı daľśı vysvětleńı, jsou odlǐseny menš́ım ṕısmem.

Ještě upozorněńı určené zejména těm, kteř́ı znaj́ı moji podobně zaměře-
nou kńıžku nazvanou Biostatistika (Zvára, 1998), která pak vyšla v mı́rně
upravené verzi během deseti let ještě několikrát. Mı́sto tam použ́ıvaných
kritických hodnot použ́ıvám zásadně kvantily, takže např́ıklad mı́sto 2,5%
kritické hodnoty standardńıho normálńıho rozděleńı rovné 1,96 je tu hodno-
tou identický 97,5% kvantil téhož rozděleńı. Vysvětleńı obou těchto pojmů
najde čtenář na str. 73.

Děkuji oběma recenzent̊um textu, profesoru Jǐrimu Andělovi, DrSc,
a RNDr. Patŕıcii Martinkové, Ph.D., za pečlivé přečteńı rukopisu, za upo-
zorněńı na nedopatřeńı v něm obsažená a zejména za řadu podnět̊u k jeho
zlepšeńı. Podobně děkuji docentu RNDr. Josefu Ježkovi, CSc., který mi ko-
legiálně, bez oficiálńıho pověřeńı, pomohl při konečných úpravách textu. Dı́k
patř́ı i docentu RNDr. Martinu Ouředńıčkovi, PhD., za náměty týkaj́ıćı se
odstavce 1.4.

Na závěr se omlouvám za všechny překlepy a jiná nedopatřeńı, které
přes veškerou snahu v textu z̊ustaly. Prośım laskavé čtenáře, aby mne na
takové př́ıpady upozornili, abych se jich mohl př́ı̌stě vyvarovat.

V Praze a v Českém Dubě v lednu roku 2013

Karel Zvára



Kapitola 1

Popisné statistiky

1.1 Měř́ıtka

Nejprve si ujasńıme, č́ım se budeme zabývat. Máme nějaký soubor sta-
tistických jednotek a u každé z nich zjǐst’ujeme jeden či několik údaj̊u.
Jednotlivým údaj̊um ř́ıkáme znaky. Mohou to být tělesná výška či hmot-
nost, měśıčńı př́ıjem nebo také pohlav́ı, národnost či strana, kterou daný
jedinec hodlá volit. U každého znaku muśıme určit měř́ıtko, v němž budeme
zjǐst’ované hodnoty vyjadřovat. Je zřejmé, že nevystač́ıme s jediným druhem
měř́ıtka, že měř́ıtko pro národnost bude zcela jiného druhu než měř́ıtko pro
výšku postavy.

Nejjednodušš́ım druhem měř́ıtka je nominálńı měř́ıtko. K jeho za-
vedeńı stač́ı vyjmenovat hodnoty, jichž může daný znak nabývat. Je nutné,
aby se jednotlivé hodnoty navzájem vylučovaly a abychom vždycky vhodnou
hodnotu mohli naj́ıt. Hodnota je pak dána jednoznačně. Př́ıkladem může
být pohlav́ı, národnost nebo barva oč́ı. Pokud měř́ıtko obsahuje pouhé dvě
možné hodnoty, hovoř́ı se někdy o měř́ıtku nula-jedničkovém.

Podrobněji vypov́ıdá měř́ıtko ordinálńı. Má všechny vlastnosti nomi-
nálńıho měř́ıtka, ale nav́ıc jsou jeho hodnoty uspořádány. Patř́ı sem např́ı-
klad nejvyšš́ı dosažené vzděláńı, stupeň bolesti nebo třeba barva v barevném
spektru duhy. Jak uvid́ıme později, někdy na znaky s ordinálńım měř́ıtkem
můžeme pohĺıžet jako na znaky s měř́ıtkem nominálńım a př́ıslušné uspořá-
dáńı pro jednoduchost pomı́j́ıme.

Daľśım stupněm složitosti měř́ıtek je měř́ıtko intervalové, které stejně
jako ordinálńı měř́ıtko předpokládá uspořádané hodnoty měřeného znaku.
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10 KAPITOLA 1. POPISNÉ STATISTIKY

Nav́ıc předpokládá, že hodnoty jsou pravidelně rozmı́stěny. Stač́ı pak jednu
z hodnot označit za nultou a některou větš́ı jako jedničku, následuj́ıćı (stejně
vzdálenou od jedničky, jako je jednička od nuly) jako dvojku atd. Inter-
val mezi nulou a jedničkou můžeme libovolně dělit (polovina, desetiny, ti-
śıciny) či násobit (stem nebo také záporným č́ıslem). Hodnoty pak ukazuj́ı

”
vzdálenost“ od zvoleného počátku, př́ıpadně i směr, jakým se k dané hod-
notě od počátku dostaneme. Typickou otázkou je,

”
o kolik se dvě hodnoty

lǐśı“. Př́ıkladem může být Celsiova teplotńı stupnice nebo rok narozeńı.
Nejsložitěǰśı je měř́ıtko poměrové. Má opět všechny vlastnosti před-

cházej́ıćıho měř́ıtka (intervalového), ale nav́ıc počátek (nulová hodnota) neńı
libovolný. V poměrovém měř́ıtku porovnáváme naměřenou hodnotu s pře-
dem definovanou jednotkovou hodnotou. Výška postavy je údaj, který po-
rovnává skutečný fyzikálńı rozměr lidského těla se zvolenou fyzikálńı jed-
notkou. Ř́ıká, kolikrát je člověk deľśı, než je 1 m, což byla, jak jsem se
v polovině minulého stolet́ı učil ve škole, vzdálenost mezi dvěma ryskami
na tyči ze slitiny platiny a iridia umı́stěné v Sèvres u Pař́ıže. Má zde smysl
stejná otázka jako u měř́ıtka intervalového (o kolik km je deľśı cesta z A do
B, když jedeme přes C a ne přes D), nav́ıc má smysl také otázka:

”
Kolikrát

je cesta z A do B přes C deľśı než cesta z A do B přes D?“ Př́ıkladem může
sloužit každé měřeńı délky či hmotnosti nebo také údaj o věku dané osoby.

V některých souvislostech vystač́ıme s hrubš́ım rozlǐseńım na měř́ıtka
kvalitativńı (kategoriálńı) a měř́ıtka kvantitativńı (č́ıselná). K prv-
ńım se zpravidla zařazuj́ı měř́ıtka nominálńı a ordinálńı, ke druhým pak
měř́ıtko intervalové a poměrové. Z tohoto hrubš́ıho rozděleńı vycháźı i dva
zp̊usoby, jak výsledek měřeńı modelujeme matematicky, jak zavád́ıme pojem
veličiny. Protože u kvantitativńıch měř́ıtek použ́ıváme k vyjádřeńı hodnot
č́ısla, bude veličina s t́ımto č́ıslem př́ımo ztotožněna. Naproti tomu u kvali-
tativńıch znak̊u se bez č́ısel můžeme obej́ıt, jednotlivé hodnoty maj́ı často
jen slovńı popis. K č́ısl̊um se dostaneme, když zjist́ıme četnosti, tedy počty
př́ıpad̊u, kolikrát se ta která hodnota vyskytla.

1.2 Kvantitativńı znak

1.2.1 Mı́ry polohy

V rámci již zmı́něného rozsáhlého sledováńı muž̊u středńıho věku s ohle-
dem na výskyt aterosklerózy bylo vyšetřeno v́ıce než tiśıc muž̊u, kteř́ı byli
podle stupně rizika aterosklerózy rozděleni do několika skupin. Podejme si
př́ıslušný datový soubor a připravme ukázky dat.
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> data(Stulong)

> names(Stulong)

[1] "ID" "výška" "váha" "syst1" "syst2"

[6] "chlst" "Vı́no" "cukr" "bmi" "věk"

[11] "KOURrisk" "Skupina"

> table(Stulong$Skupina)

NS&NSS RSI RSK PS

204 329 348 73

> bmiZdravı́ <- with(Stulong,bmi[Skupina=="NS&NSS"])

> length(bmiZdravı́)

[1] 204

> bmiNemocnı́ <- with(Stulong,bmi[Skupina=="PS"])

> length(bmiNemocnı́)

[1] 73

Ve skupině označené jako normálńı (pro jednoduchost jim budeme ř́ıkat
zdrav́ı) máme úplná pozorováńı 204 muž̊u. Zjǐstěné hodnoty indexu BMI
jsou uvedeny v tabulce 1.1. Rádi bychom úroveň BMI těchto muž̊u charak-
terizovali jediným č́ıslem. Půjde o mı́ru polohy. Bude to hodnota v něja-
kém smyslu prostředńı? Nebo hodnota, která se vyskytla nejčastěji? Nebo
p̊ujde o jakési těžǐstě hodnot?

Prohlédněme si naměřené hodnoty. V tabulce 1.1 jsou uvedeny všechny
hodnoty, v tabulce 1.2 jsou tytéž hodnoty, avšak vzestupně uspořádané po-
moćı funkce sort(). Takové uspořádáńı č́ıselných hodnot se nazývá va-
riačńı řada. Ve variačńı řadě snadno identifikujeme nejmenš́ı a největš́ı
naměřenou hodnotu (minimum, maximum). Lze však očekávat, že to
nikterak nemuśı být hodnoty pro daná měřeńı typické. Proto prvńı dvě
z nab́ızených možnost́ı jak charakterizovat úroveň všech měřeńı rychle za-
vrhneme. Máme-li jedinou hodnotou charakterizovat našich 204 č́ısel, asi nás
hned napadne pr̊uměr, přesněji aritmetický pr̊uměr. V našem př́ıpadě
je pr̊uměr po zaokrouhleńı roven 24,79.

Pr̊uměr je č́ıselná charakteristika známá z běžného života. Z novin známe
např́ıklad pr̊uměrnou měśıčńı mzdu zaměstnanc̊u. Ta se spoč́ıtá zhruba ře-
čeno tak, že se sečtou všechny jejich (hrubé) mzdy a součet se vyděĺı počtem
zaměstnanc̊u. Je to tedy mzda, kterou by měl každý zaměstnanec, kdyby při
stejné celkově vyplacené částce všichni zaměstnanci brali stejně. Formálně
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Tabulka 1.1: Hodnoty BMI zdravých muž̊u v p̊uvodńım pořad́ı

25,43 27,14 26,01 23,26 21,46 24,62 22,28 26,32 24,57 25,01
24,30 26,22 22,22 26,51 24,02 27,75 24,57 21,46 25,61 21,27
22,60 25,83 26,88 24,45 27,76 24,76 25,88 28,39 24,22 25,46
24,42 25,31 25,01 26,75 22,60 25,83 26,42 26,49 25,01 26,51
24,11 23,32 26,22 25,62 26,03 24,34 21,46 25,98 22,55 23,99
28,09 26,12 24,68 26,83 19,73 23,37 23,55 22,60 22,20 23,36
22,53 24,98 25,83 26,00 21,15 25,43 23,81 22,79 26,77 23,18
22,59 27,17 24,73 25,65 25,51 27,40 22,89 23,57 22,72 23,36
23,18 23,66 24,84 25,11 24,45 22,53 24,09 24,86 26,09 25,16
27,34 22,86 22,23 21,55 25,06 23,78 24,97 26,15 27,72 24,73
25,25 25,18 22,53 24,15 24,44 24,57 26,12 24,16 27,08 25,00
23,36 25,90 27,68 27,12 26,09 23,99 26,53 24,39 24,49 23,32
24,72 23,67 27,77 23,71 23,46 26,99 27,68 25,22 23,51 27,43
24,88 25,73 21,98 26,51 24,54 25,06 24,11 24,90 24,98 26,03
27,61 23,24 24,39 22,91 25,08 25,99 25,28 23,04 25,26 24,30
24,34 22,99 22,10 25,71 23,25 24,38 25,54 24,03 23,46 22,53
25,56 25,14 25,91 22,72 25,76 25,88 23,88 25,56 21,56 25,46
23,67 25,66 25,66 27,36 26,59 27,31 27,08 26,85 24,51 27,68
22,99 24,76 27,46 27,98 25,40 27,06 23,15 22,72 24,67 26,57
25,01 26,73 24,16 23,66 22,94 23,45 26,79 24,84 25,95 22,88
22,74 26,88 20,66 24,96

vyjádřeno je pr̊uměr x̄ dán vztahem

x̄ =
1

n
(x1 + x2 + · · ·+ xn) =

1

n

n
i=1

xi. (1.1)

Je taková charakteristika spravedlivá i v př́ıpadě, že někteř́ı maj́ı třeba
jen polovičńı úvazek? Neměli bychom mzdu odpov́ıdaj́ıćı částečnému úvaz-
ku vźıt v úvahu jen

”
částečně“? Přinejmenš́ım při hodnoceńı jak dobře je

zaplacena odvedená práce je to jistě na mı́stě. Řešeńım je vážený pr̊uměr.

Př́ıklad 1.1 (V4) Na internetové stránce Českého statistického úřadu
lze nalézt informace o zemı́ch Evropské unie vztažené ke konci prvńıho dese-
tilet́ı tohoto stolet́ı (Český statistický úřad, 2012). Data jsou také uvedena
na přiloženém disku. Všimněme si údaj̊u o HDP vztaženém na jednoho oby-
vatele a vyjádřeném ve standardu kupńı śıly čtyř stát̊u Visegrádské skupiny
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Tabulka 1.2: Uspořádané hodnoty BMI zdravých muž̊u (variačńı řada)

19,73 20,66 21,15 21,27 21,46 21,46 21,46 21,55 21,56 21,98
22,10 22,20 22,22 22,23 22,28 22,53 22,53 22,53 22,53 22,55
22,59 22,60 22,60 22,60 22,72 22,72 22,72 22,74 22,79 22,86
22,88 22,89 22,91 22,94 22,99 22,99 23,04 23,15 23,18 23,18
23,24 23,25 23,26 23,32 23,32 23,36 23,36 23,36 23,37 23,45
23,46 23,46 23,51 23,55 23,57 23,66 23,66 23,67 23,67 23,71
23,78 23,81 23,88 23,99 23,99 24,02 24,03 24,09 24,11 24,11
24,15 24,16 24,16 24,22 24,30 24,30 24,34 24,34 24,38 24,39
24,39 24,42 24,44 24,45 24,45 24,49 24,51 24,54 24,57 24,57
24,57 24,62 24,67 24,68 24,72 24,73 24,73 24,76 24,76 24,84
24,84 24,86 24,88 24,90 24,96 24,97 24,98 24,98 25,00 25,01
25,01 25,01 25,01 25,06 25,06 25,08 25,11 25,14 25,16 25,18
25,22 25,25 25,26 25,28 25,31 25,40 25,43 25,43 25,46 25,46
25,51 25,54 25,56 25,56 25,61 25,62 25,65 25,66 25,66 25,71
25,73 25,76 25,83 25,83 25,83 25,88 25,88 25,90 25,91 25,95
25,98 25,99 26,00 26,01 26,03 26,03 26,09 26,09 26,12 26,12
26,15 26,22 26,22 26,32 26,42 26,49 26,51 26,51 26,51 26,53
26,57 26,59 26,73 26,75 26,77 26,79 26,83 26,85 26,88 26,88
26,99 27,06 27,08 27,08 27,12 27,14 27,17 27,31 27,34 27,36
27,40 27,43 27,46 27,61 27,68 27,68 27,68 27,72 27,75 27,76
27,77 27,98 28,09 28,39

(ČR, Mad’arsko, Polsko, Slovensko) za rok 2010. Jsou to po řadě hodnoty
19 400, 15 800, 15 300 a 18 000. Máme-li tuto skupinu stát̊u, označovanou
jako V4, charakterizovat jedinou hodnotou, jistě to nebude obyčejný pr̊u-
měr (19 400 + 15 800 + 15 300 + 18 000)/4 = 17 125, ale pr̊uměr vážený,
přičemž váhy jsou dány počtem obyvatel:

19 400 · 10 517 247+15 800 · 9 976 062
+ 15 300 · 38 441 588 + 18 000 · 5 477 038

10 517 247 + 9 976 062 + 38 441 588 + 5 477 038
,

což dá hodnotu 16 276,48, která je téměř o 850 jednotek menš́ı, než prostý
pr̊uměr. Při výpočtu váženého pr̊uměru jsme v čitateli spoč́ıtali za každou
zemi celkovou hodnotu HDP a tyto hodnoty sečetli, takže jsme dostali cel-
kový hrubý domáćı produkt za celou skupinu V4. Ten jsme vydělili celkovým
počtem obyvatel V4 a dostali tak ukazatel vztažený na jednoho obyvatele.



14 KAPITOLA 1. POPISNÉ STATISTIKY

Výsledná hodnota je menš́ı, než prostý pr̊uměr, protože počty obyvatel jed-
notlivých zemı́ jsou poměrně nevyrovnané, nejlidnatěǰśı Polsko má nejmenš́ı
hodnotu HDP na obyvatele. ⃝

Př́ıklad 1.2 (p̌ŕıjmy) Řekněme, že každý ze tř́ı zaměstnanc̊u s měśıčńımi
platy 17, 23 resp. 69 tiśıc pracuje na celý úvazek. Daľśı dva zaměstnanci maj́ı
jen polovičńı úvazky na mı́stech, kde je při plném úvazku plat 19 resp. 32
tiśıc. To znamená, že jejich měśıčńı př́ıjmy jsou 9,5 a 16 tiśıc. Mechanicky
spoč́ıtaný pr̊uměr z celých úvazk̊u by byl (17+23+69+19+32)/5 = 32 tiśıc.
Ten nás ale nezaj́ımá, protože vlastně nic reálného o skutečnosti nevypov́ıdá.
Důležitěǰśı je pr̊uměr měśıčńıch př́ıjmů, tedy skutečně vyplácených částek,
totiž (17+ 23+ 69+ 9,5+ 16)/5 = 26,9 tiśıce. Ovšem nejmenš́ı př́ıjmy maj́ı
dva zaměstnanci s pouhým polovičńım úvazkem. Pro zaměstnavatele je to
vlastně totéž, jako by na jejich mı́stě měl jediného zaměstnance s měśıčńım
platem 0,5 · 32 + 0,5 · 19 = 25,5 tiśıc. Pr̊uměrný měśıčńı plat vztažený na
celý úvazek je roven

(17 + 23 + 69 + 0,5 · 32 + 0,5 · 19)/(1 + 1 + 1 + 0,5 + 0,5) = 33,625 tiśıc.

Př́ıjem vyplácený lidem s polovičńım úvazkem jsme vzali v úvahu jen s po-
lovičńı vahou. ⃝

Obecně zaṕı̌seme vážený pr̊uměr hodnot x1, x2, . . . , xn s nezápornými
vahami w1, w2, . . . , wn jako

x̄w =
w1x1 + w2x2 + · · ·+ wnxn

w1 + w2 + · · ·+ wn
=

n
i=1 wixin
i=1 wi

. (1.2)

K zavedeńı daľśı charakteristiky polohy se znovu pokuśıme využ́ıt vari-
ačńı řadu. K výkladu opět použijeme př́ıklad s hodnotami BMI. V tabulce
1.2 obsahuj́ıćı variačńı řadu hodnot BMI zdravých muž̊u se pokuśıme pra-
covat s č́ıslem (č́ısly), které je (jsou) uprostřed. Celkem je v tabulce 204
hodnot. Když variačńı řadu o 204 prvćıch rozděĺıme na dvě stejně velké
části, bude jej́ı 102. prvek, totiž hodnota 24,86, posledńım prvkem poloviny
s menš́ımi hodnotami a následuj́ıćı 103. prvek variačńı řady rovný 24,88
bude prvńı hodnotou v polovině větš́ıch hodnot. Pr̊uměr z těchto dvou hod-
not x̃ = 24,87 má tu vlastnost, že děĺı variačńı řadu na dvě stejně velké
části. Na hodnoty, které jsou menš́ı (nebo stejné) jako x̃ a hodnoty které
jsou věťśı (nebo stejné) jako x̃. Č́ıslo s uvedenou vlastnost́ı se nazývá me-
dián. (Čtenář si možná uvědomil, že zmı́něnou vlastnost má každé č́ıslo
větš́ı než 24,86 a současně menš́ı než 24,88. Abychom měli zaveden medián
jednoznačně, voĺıme pr̊uměr těchto hodnot.)
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Tabulka 1.3: Uspořádané hodnoty BMI nemocných muž̊u (variačńı řada)

20,34 20,99 21,45 21,47 21,53 21,87 22,46 22,86 23,45 23,78
23,84 23,88 24,11 24,22 24,62 24,69 24,80 24,81 24,86 25,01
25,10 25,26 25,47 25,54 25,62 25,69 25,69 25,76 25,83 25,83
25,88 26,02 26,09 26,12 26,18 26,22 26,30 26,37 26,45 26,47
26,49 26,54 26,57 26,70 26,75 26,78 26,99 27,12 27,12 27,18
27,28 27,36 27,44 27,47 27,64 27,76 28,06 28,34 28,40 29,41
29,41 29,63 30,00 30,13 30,86 30,99 31,38 31,55 32,49 32,49
33,61 34,33 44,96

V tabulce 1.3 je uvedena variačńı řada hodnot BMI muž̊u, které lékaři
označili jako nemocné (přesněji, z jejich pohledu šlo o patologickou skupinu).
Délka této řady je jen 73, takže přesně uprostřed variačńı řady je 37. hod-
nota, která je rovna 26,30. Stejný počet hodnot stoj́ı ve variačńı řadě od
této hodnoty nalevo jako napravo. Pro medián tedy plat́ı x̃ = 26,30.

Zapǐsme zjǐstěné obecně. Naměřené č́ıselné hodnoty jsme již dř́ıve ozna-
čili jako x1, x2, . . . , xn. Variačńı řadu odlǐśıme od pouhého seznamu na-
měřených hodnot t́ım, že indexy rozlǐsuj́ıćı jej́ı jednotlivé prvky naṕı̌seme
do závorky. Nejmenš́ı z hodnot x1, x2, . . . , xn má tedy označeńı x(1), druhá
nejmenš́ı hodnota označeńı x(2), atd. až největš́ı je x(n):

x(1) ≤ x(2) ≤ · · · ≤ x(n). (1.3)

Medián pak můžeme definovat s rozlǐseńım sudého a lichého počtu člen̊u
variačńı řady jako

x̃ =

x(n+1
2 ) pro n liché,

1
2


x(n

2 ) + x(n
2 +1)


pro n sudé.

(1.4)

S uspořádanou posloupnost́ı (variačńı řadou) souviśı také pojem pořad́ı.
Nejmenš́ı zjǐstěná hodnota, tedy x(1), má pořad́ı 1, druhá nejmenš́ı hodnota
x(2) má pořad́ı 2 atd. až největš́ı zjǐstěná hodnota x(n) má pořad́ı n. Pokud
někde došlo ke shodě (sousedńı prvky variačńı řady jsou stejné), přiděĺıme
takovým hodnotám pr̊uměrné pořad́ı z těch, která by dostaly, kdyby stejné
nebyly, ale nějak málo se lǐsily. Např́ıklad hodnoty 6, 3, 5, 3, 3, 8, 6, 9 maj́ı
po řadě pořad́ı 5,5, 2, 4, 2, 2, 7, 5,5, 8. Nejmenš́ı je tu trojka, a to ve třech
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exemplář́ıch, které se děĺı o prvńı, druhé a třet́ı mı́sto. Proto všechny trojky
dostaly pořad́ı 2.

Pojem mediánu můžeme zobecnit. Připomeňme, že medián odděluje po-
lovinu menš́ıch hodnot od druhé poloviny, od hodnot větš́ıch. Chceme-li
mı́sto poloviny oddělit jen čtvrtinu nejmenš́ıch hodnot, nazveme onu od-
děluj́ıćı konstantu dolńı kvartil. Podobně tři čtvrtiny nejmenš́ıch hodnot
od těch ostatńıch odděluje horńı kvartil. Pořad́ı kvartil̊u odpov́ıdá i jejich
běžné označeńı symboly Q1 a Q3. Zp̊usob výpočtu kvartil̊u upřesńıme za
chv́ıli, nejprve pojem kvartilu ještě zobecńıme.

Výběrový kvantil xp (p-tý percentil) odděluje dané procento nej-
menš́ıch hodnot od hodnot větš́ıch. Existuje řada postup̊u, jak percentil
vyč́ıslit, zde uvedeme ten, který standardně použ́ıvá erková funkce quan-

tile(). Percentil xp z variačńı řady délky n pro dané p, 0 ≤ p ≤ 1, ur-
č́ıme jako vážený pr̊uměr sousedńıch hodnot x(k), x(k+1) variačńı řady. In-
dex k určuj́ıćı jejich umı́stěńı ve variačńı řadě spoč́ıtáme jako celou část
výrazu 1+ (n− 1)p, tedy k = ⌊1+ (n− 1)p⌋. Zlomkovou část tohoto výrazu
označ́ıme symbolem q. Plat́ı tedy q = 1 + (n − 1)p − ⌊1 + (n − 1)p⌋ resp.
1 + (n− 1)p = k + q. Percentil je dán vztahem

xp = (1− q)x(k) + qx(k+1), (1.5)

tedy je to vážený pr̊uměr prvk̊u x(k), x(k+1) variačńı řady, přičemž vahami
jsou č́ısla 1 − q a q. Na čtenáři ponechám ověřeńı, že medián je vlastně
percentil x0,5, kdežto kvartily jsou percentily x0,25 a x0,75.

Poznámka Při výpočtu kvartil̊u Q1, Q3 použitých při kresleńı krabico-
vého diagramu použ́ıvá R poněkud jiný postup (jde vlastně o odhad populač-
ńıho kvantilu).

Př́ıklad 1.3 (BMI) Spoč́ıtejme oba kvartily z hodnot BMI zdravých
muž̊u. Jak v́ıme, je n = 204. Pro výpočet dolńıho kvartilu Q1 zvoĺıme p =
1/4. Je tedy 1 + (n− 1) · p = 1 + (204− 1) · 0,25 = 51,75 = 51 + 0,75. Celá
část č́ısla 51,75 je k = 51, jeho zlomková část pak q = 0,75. Je tedy

Q1 = (1− q) · x(k) + q · x(k+1) = 0,25 · 23,46 + 0,75 · 23,46 = 23,46.

Podobně pro horńı kvartil: k = ⌊1 + (204− 1) · 0,75⌋ = ⌊153,25⌋ = 153,
q = 0,25, tedy

Q3 = (1− q) · x(k) + q · x(k+1) = 0,75 · 26,00 + 0,25 · 26,01 .
= 26,00.
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⃝
Speciálńım př́ıpadem váženého pr̊uměru je useknutý pr̊uměr (angl.

trimmed, odtud označeńı v (1.6)). Zvoĺı se d́ıl nejmenš́ıch pozorováńı, která
vynecháme. Často se voĺı α = 0,1. Vynechá se také stejný d́ıl největš́ıch
pozorováńı a ze zbývaj́ıćıch hodnot se spoč́ıtá aritmetický pr̊uměr. Jde
vlastně o vážený pr̊uměr. Vezmeme celou část k z hodnoty α · n a zvo-
ĺıme w1 = . . . = wk = wn−k+1 = . . . = wn = 0, ostatńı váhy jsou wi = 1
a vzorec (1.2) pro vážený pr̊uměr použijeme na variačńı řadu. Dostaneme

x̄trim =
1

n− 2k

n−k
i=k+1

x(i). (1.6)

Př́ıklad 1.4 (BMI) Spoč́ıtejme useknutý pr̊uměr hodnot BMI zdravých
muž̊u. Pro standardńı α = 0,1 dostaneme α ·n = 0,1 · 204 = 20,4, takže celá
část je k = 20. Z variačńı řady (tabulka 1.2) tedy vynecháme prvńıch 20
a posledńıch 20 hodnot a useknutý pr̊uměr bude roven

x̄trim = (22,59 + 22,60 + . . .+ 27,08 + 27,08)/(204− 2 · 20) .
= 24,81.

Připomeňme, že aritmetický pr̊uměr je roven x̄ = 24,79. Oba pr̊uměry se
tentokrát lǐśı jen nepatrně. V př́ıpadě 73 nemocných muž̊u je však rozd́ıl
mezi oběma pr̊uměry větš́ı. Aritmetický pr̊uměr je x̄

.
= 26,74, kdežto usek-

nutý pr̊uměr pro α = 0,1 je 26,46, tedy znatelně menš́ı. Rozd́ıl je zp̊usoben
hlavně největš́ı hodnotou 44,96, která ovlivńı pouze aritmetický pr̊uměr, ni-
koliv pr̊uměr useknutý. Ještě méně je velkými hodnotami ovlivněn medián,
který u nemocných muž̊u vyšel x̃ = 26,30.

Později (př́ıklad 6.8) uvid́ıme, že někdy je vhodné naměřené hodnoty
vyjádřit v jiném měř́ıtku, např́ıklad logaritmickém. Pro logaritmy p̊uvod-
ńıch hodnot dostaneme pr̊uměr 3,278 a useknutý pr̊uměr 3,273. Poměr mezi
useknutým pr̊uměrem a pr̊uměrem je v tomto př́ıpadě 0,9985, kdežto před
logaritmováńım byl tento poměr roven 0,9895, tedy dál od jedničky. Je pa-
trné, že logaritmováńı potlačilo vliv mimořádně velké maximálńı hodnoty.
Pro zaj́ımavost, medián je tentokrát roven hodnotě 3,269, kteroužto hodnotu
můžeme také dostat logaritmováńım mediánu netransformovaných hodnot.
Zamyslete se nad t́ım, proč tomu tak je, že to neńı jen shodou okolnost́ı. ⃝

Jako posledńı uvedememodus x̂. Je to nejčastěji se vyskytuj́ıćı hodnota.
Modus nemuśı být dán jednoznačně. Neńı př́ılǐs vhodný pro spojité veličiny,
u nichž pak velmi zálež́ı na tom, jak přesně jednotlivé hodnoty při zápisu
zaokrouhlujeme.
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Př́ıklad 1.5 (BMI) Vezměme hodnoty BMI skupiny nemocných muž̊u.
Při zaokrouhleńı hodnot na celé č́ıslo dostaneme x̂ = 26, při vyjádřeńı hod-
not s přesnost́ı na jedno desetinné mı́sto bude maximálńı četnost u hodnot
21,5, 25,8 a 26,5. Při zaokrouhleńı na dvě desetinná mı́sta bude maximálńı
četnost u hodnot 25,69, 25,83, 27,12, 29,41 a 32,49. ⃝

1.2.2 Výpočet pomoćı R

Ukažme nyńı výpočet popisných charakteristik (měr) polohy v prostřed́ı R.
Předpokládáme, že data jsou již př́ıtomna v pracovńım prostoru R. Hodnoty
BMI zdravých muž̊u jsou označeny jako bmiZdrav́ı. Variačńı řadu spoč́ıtáme
pomoćı funkce sort() a ulož́ıme jako bmiZdrav́ıSRT. Vněǰśı závorky u př́ı-
kazu generuj́ıćıho bmiZdrav́ıSRT zajist́ı, že se výsledná variačńı řada objev́ı
v okně konzole. V hranatých závorkách je na začátku každého řádku uveden
pořadový index prvńıho prvku variačńı řady v daném řádku:

> (bmiZdravı́SRT <- sort(bmiZdravı́))

[1] 19,73 20,66 21,15 21,27 21,46 21,46 21,46 21,55 21,56 21,98

[11] 22,10 22,20 22,22 22,23 22,28 22,53 22,53 22,53 22,53 22,55

[21] 22,59 22,60 22,60 22,60 22,72 22,72 22,72 22,74 22,79 22,86

[31] 22,88 22,89 22,91 22,94 22,99 22,99 23,04 23,15 23,18 23,18

[41] 23,24 23,25 23,26 23,32 23,32 23,36 23,36 23,36 23,37 23,45

[51] 23,46 23,46 23,51 23,55 23,57 23,66 23,66 23,67 23,67 23,71

[61] 23,78 23,81 23,88 23,99 23,99 24,02 24,03 24,09 24,11 24,11

[71] 24,15 24,16 24,16 24,22 24,30 24,30 24,34 24,34 24,38 24,39

[81] 24,39 24,42 24,44 24,45 24,45 24,49 24,51 24,54 24,57 24,57

[91] 24,57 24,62 24,67 24,68 24,72 24,73 24,73 24,76 24,76 24,84

[101] 24,84 24,86 24,88 24,90 24,96 24,97 24,98 24,98 25,00 25,01

[111] 25,01 25,01 25,01 25,06 25,06 25,08 25,11 25,14 25,16 25,18

[121] 25,22 25,25 25,26 25,28 25,31 25,40 25,43 25,43 25,46 25,46

[131] 25,51 25,54 25,56 25,56 25,61 25,62 25,65 25,66 25,66 25,71

[141] 25,73 25,76 25,83 25,83 25,83 25,88 25,88 25,90 25,91 25,95

[151] 25,98 25,99 26,00 26,01 26,03 26,03 26,09 26,09 26,12 26,12

[161] 26,15 26,22 26,22 26,32 26,42 26,49 26,51 26,51 26,51 26,53

[171] 26,57 26,59 26,73 26,75 26,77 26,79 26,83 26,85 26,88 26,88

[181] 26,99 27,06 27,08 27,08 27,12 27,14 27,17 27,31 27,34 27,36

[191] 27,40 27,43 27,46 27,61 27,68 27,68 27,68 27,72 27,75 27,76

[201] 27,77 27,98 28,09 28,39

Minimum, maximum, pr̊uměr i medián spoč́ıtáme snadno pomoćı př́ısluš-
ných funkćı:

> min(bmiZdravı́)
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[1] 19,73

> max(bmiZdravı́)

[1] 28,39

> mean(bmiZdravı́)

[1] 24,78946

> median(bmiZdravı́)

[1] 24,87

Obecně najdeme výběrové kvantily (percentily) pomoćı funkce quantile(),
v ńıž v parametru probs uvedeme, které kvantily chceme poč́ıtat:

> quantile(bmiZdravı́,probs=c(0,25,50,75,100)/100)

0% 25% 50% 75% 100%

19,7300 23,4600 24,8700 26,0025 28,3900

Při výpočtu useknutého pr̊uměru stač́ı ve funkci mean() změnit implicitńı
nastaveńı parametru trim z nuly na př́ıslušný pod́ıl. Chceme-li vynechat
deset procent nejmenš́ıch a deset procent největš́ıch hodnot, použijeme

> mean(bmiZdravı́,trim=0.1)

[1] 24,81238

Doplňme ještě výpočet pr̊uměru a useknutého pr̊uměru z logaritmů namě-
řených hodnot:

> mean(log(bmiZdravı́))

[1] 3,208017

> mean(log(bmiZdravı́),trim=0.1)

[1] 3,210122

Zmiňovali jsme se také o závislosti modu spojité veličiny na zaokrouhlo-
váńı hodnot. Tabulku četnost́ı při zaokrouhlováńı na jedno desetinné mı́sto
spoč́ıtáme, pro daľśı použit́ı ulož́ıme do proměnné tab a hned vytiskneme
pomoćı

> print(tab <- table(round(bmiNemocnı́,1)))

20,3 21 21,4 21,5 21,9 22,5 22,9 23,4 23,8 23,9 24,1 24,2 24,6

1 1 1 2 1 1 1 1 2 1 1 1 1

24,7 24,8 24,9 25 25,1 25,3 25,5 25,6 25,7 25,8 25,9 26 26,1

1 2 1 1 1 1 2 1 2 3 1 1 2

26,2 26,3 26,4 26,5 26,6 26,7 26,8 27 27,1 27,2 27,3 27,4 27,5
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2 1 2 3 1 1 2 1 2 1 1 2 1

27,6 27,8 28,1 28,3 28,4 29,4 29,6 30 30,1 30,9 31 31,4 31,6

1 1 1 1 1 2 1 1 1 1 1 1 1

32,5 33,6 34,3 45

2 1 1 1

Funkce table() v našem př́ıpadě vytvořila vektor (posloupnost č́ısel) čet-
nost́ı jednotlivých hodnot, přičemž jako název dané četnosti (horńı řádek)
použila vždy př́ıslušnou hodnotu. Pouze položky tabulky s největš́ımi čet-
nostmi vybereme z vektoru tab pomoćı

> tab[tab==max(tab)]

25,8 26,5

3 3

1.2.3 Co maj́ı mı́ry polohy společné?

Pokusme se popsat obecné vlastnosti, které jsou společné právě uvedeným
charakteristikám. Kdybychom v př́ıkladu s měśıčńımi platy zaměstnanc̊u
každý měśıčńı plat zvětšili o deset tiśıc, byl by jejich nový aritmetický pr̊u-
měr o stejných deset tiśıc větš́ı. To plat́ı i pro vážený pr̊uměr. Kdybychom
stejné platy vyjádřili nikoliv v tiśıćıch korun, ale př́ımo v korunách, byl by
nový pr̊uměr numericky také tiśıckrát větš́ı. Obecně můžeme uvedená pravi-
dla zapsat jako požadavky na obecnoumı́ru polohy µ (téžmı́ra centrálńı
tendence):

µ(a+X) = a+ µ(X), (1.7)

µ(b ·X) = b · µ(X), (b > 0) (1.8)

přičemž a a b jsou nějaké konstanty a X je symbolické označeńı celého
seznamu č́ıselných hodnot. S jistou námahou lze ověřit, že oba uvedené po-
žadavky splňuj́ı všechny dosud uvedené charakteristiky. Omezeńı na kladné
b je nutné pouze pro percentily s výjimkou percentilu x0,5, je tedy nutné
pro oba kvartily, neńı nutné pro medián.

1.2.4 Mı́ry variability

Mı́ry polohy nám ř́ıkaj́ı, zda jsou naměřené hodnoty malé nebo velké, uka-
zuj́ı na jejich úroveň. Nyńı se budeme věnovat jiné vlastnosti – variabilitě.
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