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Uvod

Kvantova teorie je historicky nejuspésnéjsi fyzikalni teorii. Za téméet 90 let od svého vzniku
dovolila popsat nebo dokonce piedpovédét mnozstvi riznorodych jevil o impozantni §ifi:
od fyziky ,,elementarnich® ¢astic pres stavbu jadra az po chemické reakce a pohyb elektro-
nl v integrovanych obvodech. Kvantova teorie také zasadnim zptisobem zmeénila fyzikalni
obraz svéta, ze kterého fyzici — teoretici i experimentatofi — stejné jako pracovnici dalsich
ptirodnich véd museji vychazet. Takovému vyznamu odpovida ve svétové literatufe i roz-
sahla a stale narGstajici knihovna uc¢ebnic kvantové teorie lisicich se obtiznosti, rozsahem
i pojetim. To plati i o jeji nejpocetnéjsi podknihovné — ucebnicich kvantové mechaniky,
v nichz se nepouziva kvantova teorie pole. Ucebnice této urovné pro mnohé studenty zna-
menaji vrchol setkani s kvantovou teorii. K nim se fadi i tato kniha, psana ovsem ¢esky
a zaplnujici urcitou mezeru v ¢eské ucebnicové literatuie.

Vybér ucebnic kvantové mechaniky v ¢estiné neni totiz piilis rozsahly: pouze v knihov-
nach a antikvaratech mizeme nalézt starSi pieklady dvou ucéebnic, D. 1. Blochinceva
aA. S. Davydoval. Dostupnd, nyni jiz v druhém vydani, je tak predev§im dvoudilna uéebni-
ce prof. J. FormankaZ, ktera svou naro¢nosti a celkovou koncepci je uréena hlavné teoretic-
kym fyzikim. Kone¢né nedavna kniha prof. L. Skaly3 je koncipovana na bakalafské trovni

1 Davydov, A. S.: Kvantova mechanika. Praha: SPN 1978; Blochincev, D. 1.: Zdklady kvantové mechaniky.
Praha: CSAV 1956.

2 Formének, I.: Uvod do kvantové teorie I, II. Praha: Academia 2004.

3 Skila L.: Uvod do kvantové mechaniky. Praha: Academia 2005; Praha: Nakladatelstvi Karolinum 2012.
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studia fyziky a vénovana moderné pojatému tvodu do kvantové teorie a feSeni standardnich
zékladnich uloh. Znalost zakladd kvantové fyziky v rozsahu této knihy je vhodnym pied-
pokladem ke studiu nasi ucebnice.

Tato kniha je primarné urcena studentim magisterského studia fyziky, aplikované
a technické fyziky, ktefi se zaméfuji na fyziku atomarnich systéma a zabyvaji se tématy,
jako je studium elektronovych stavll v atomech, molekulach a pevnych latkach, transportni
jevy nebo interakce elektront se zafenim. Vybeér témat a rozsah jejich zpracovani byl volen
tak, ze kniha mize slouzit jako standardni u¢ebnice pro vyuku kvantové mechaniky v magi-
sterském a zCasti i v doktorském studiu. Autofi se pii psani mohli opirat jednak o vlastni
badatelskou praxi, jednak o mnohaleté zkusenosti s prednasenim kvantové mechaniky na
riznych trovnich. Pro magisterské studium na Matematickofyzikalni fakulté Univerzity
Karlovy bylo uréeno i nase dvoudilné skriptum Univerzity Karlovy Kvantova teorie I, 11,
davno zcela rozebrané.! Na jeho praxi provéfeném pidorysu jsme stavéli, i kdyZ vétSina
materialu byla nové zpracovana a rozsifena. M¢li jsme pfitom na mysli i druhé poslani
knihy, jejiz stfedné pokrocila Groven a styl vykladu jsou vhodné i pro ,,druhé ¢teni” kurzu
kvantové mechaniky zajemci z fad fyziki i absolventi dalSich pfirodovédnych oborti nebo
ptirodovédné orientovanych obort technickych. Vétsina témat je proto vykladana o krok
dale, nez je v ucebnicich kvantové mechaniky ustalené. Doplikovy material je ¢asto vlo-
zen do odstavell vymezenych znaky €D. Pomé&rné rozsahly je i poznamkovy aparat, jednak
s vécnymi dodatky, jednak s citacemi na monografie 1 ptivodni prace tak, aby se k nim
zajemce o dany problém mohl obratit.

Vyklady jsou vedeny explicitné, nic neni odsunuto do tloh nebo cviceni. Zajemce
o feSené ulohy z kvantové mechaniky se mizZe obratit na knihu jednoho z nas?. Pti psani
ucebnice jsou autofi postaveni pied dvé volby: maji se drzet ustalenych vzort, nebo usilovat
o originalitu? Nasi snahou bylo sledovat ,,moderni pojeti®, ale neodchylovat se vyrazné od
standardu s cilem, aby kniha dovolovala bezproblémové navazani na odbornou literaturu.
Podobné uvahy nas vedly také k tomu, abychom se diisledné drzeli standardni interpretace,
a to jak pfi vykladu postulati kvantové mechaniky, tak i pti studiu jednotlivych kvantovych
jevl. Do kvantové metafyziky se nepoustime, pokud by se snad za to nemohl pokladat
vyklad von Neumannovy teorie méfeni (kap. 1, § 9.5) a teorie dekoherence (kap. 1, § 9.8),
které jsou ovsem rovnéz konzervativni. Také pokud jde o matematicky aparat, snazili jsme
se, aby pouzitd matematika nevybocdovala pfili§ z ustalenych zvyklosti uéebnic kvantové
mechaniky. Na druhé stran¢ urcité techniky funkcionalni analyzy jsou bézné pouzivany
v soucasné fyzikalni literatute, a proto jsme pokladali za vhodné ptipojit v dodatcich strué-
ny prehled temperovanych distribuci a nékterych pojmt funkcionalni analyzy zplisobem,
ktery tésn¢ navazuje na hlavni text a odvolava se na fyzikalni motivaci.

V textu je disledné pouzivano dvojich jednotek, jednak soustavy SI, jednak atomovych
jednotek, tedy jednotek, v nichZ jsou naboj a hmotnost elektronu spojeny s (redukovanou)
Planckovou konstantnou a permitivitou vakua vztahem: e = 4ne, = # = m, = 1. Otazce hod-
not zakladnich konstant a systému atomovych jednotek je vénovan prvni dodatek.

1 Kvantova Mechanika I. Univerzita Karlova 1985; 1992. Kvantova Mechanika II. Univerzita Karlova 1990, 1998.
2 Klima, J., Simurda, M.: Shirka problémii z kvantové teorie. Praha: Academia 2006.
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Vzhledem k Sirokému spektru probiranych témat je rozsah knihy zna¢ny, a proto jsme
se rozhodli rozdélit ji na dva samostatné svazky. Predpokladame, ze ¢tenaf jisty uvod do
kvantové teorie jiz absolvoval (napf. v rozsahu zminéné ucebnice prof. L. Skaly). Kniha
zacina pomérné rozsahlym shrnutim formalni stavby kvantové mechaniky a potiebného
matematického aparatu, pticemz vykladané pojmy jsou ilustrovany feSenim vybranych pro-
blémut pohybu jedné ¢astice v ¢asoveé neproménnych vnéjsich polich (kap. 1-3). Tato ¢ast
obsahuje i ne zcela standardni partie, jako jsou vyklad Aharonova-Bohmova jevu, vypocet
kontrastu v kvantovém interferometru a ivod do teorie dekoherence.

Vyklad pohybu v centralnim poli, symetrie a spinu (kap. 4—6) je jistym prohloube-
nim standardnich postupti — spektrum atomu vodiku je odvozeno bezreprezentacné, teorie
symetrie obsahuje elementy teorie grup a jejich reprezentaci a v ramci vykladu spinu je
propocitana spinova rezonance a diskutovan EPR paradox a Bellova nerovnost. Spin je
pak zaveden znovu pfti vykladu Diracovy rovnice (kap. 7) a znovu ilustrovan vypoctem
hyperjemného rozstépeni zakladniho stavu atomu vodiku.

Technické partie — varia¢ni princip, poruchovy pocet ne¢asovy i ¢asovy (kap. 8-9) jsou
ilustrovany jejich aplikaci na vypocty atomovych a molekularnich energetickych hladin
(kap. 10) a vykladem semiklasické a kvantové teorie interakce atomu se zaienim (kap. 11).

Velka pozornost je vénovana feSeni mnohacasticového problému v kvantové mechanice
force method*, tak ,,mean field method* jsou podrobné diskutovany. Prva z nich vypocty
hladin atomu helia a vodikové molekuly, druha Hartreeho-Fockovou teorii a jeji aplikaci na
systematiku atomovych hladin. Cela jedna kapitola (kap. 11) je vénovana vypoctim celko-
vych energii a problému korelace metodou funkcionalu hustoty (DFT), ktera po prvotnich
uspésich pii pouziti v rozlehlych systémech se stala i predni metodou kvantové chemie.

Naproti tomu teorie rozptylu (kap. 12), se omezuje na elasticky rozptyl.! O to podrob-
néji je vykladan rozptyl na sféricky symetrickém potencialu majici cetné aplikace v teorii
kondenzovanych soustav.

Interakce s elektromagnetickym zafenim (kap. 13) je vykladana na dvou trovnich —
jako semiklasicka (absorpce a emise zareni, Kubova formule) i pln¢ kvantova (chaotické
a koherentni zafeni, jednofotonové a dvoufotonové procesy). Kvantova teorie zafeni je
ilustrovana podrobnym feSenim interakce zareni s dvouhladinovym atomem, v jehoz ramci
je (nerelativisticky) poéitan i Lambuiv posuv.

Jak uz bylo uvedeno, kniha obsahuje fadu matematickych dodatkt vysvétlujicich zakla-
dy teorie distribuci, vlastnosti prostort kvantové mechaniky, zavedeni zobecnénych vlast-
nich funkci, operatorovy pocet a dalsi zakladni pojmy funkcionalni analyzy.

Jan Klima, Bedtich Velicky

Matematicko-fyzikalni fakulta
Univerzita Karlova v Praze
Praha, 2008-2014

1 Teorie rozptylu v mnohem $ir§im rozsahu je podrobné vykladana v diive citované u¢ebnici J. Formanka.
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CAST PRVNI -
FORMALNI STAVBA
KVANTOVE MECHANIKY






/1/
Matematicky aparat
a principy kvantove mechaniky

1.1 UVOD

I kdyz v této knize budujeme formalni aparat kvantové teorie systematicky a od zacatku,
predpokladame, ze ¢tenaf je jiz obeznamen s historii vzniku a Gvodni formulaci kvantové
mechaniky a pojmy jako vinova funkce, relace neurcitosti, ¢asova a necasova Schrodin-
gerova rovnice jsou mu znamé — pfinejmensim v piipad¢é pohybu jedné Castice v jedné
dimenzi. Jak je v pokro¢ilej$ich uéebnicich kvantové mechaniky obvyklé, shrnujeme proto
formalismus do nékolika postulat, kter¢ ilustrujeme ptiklady. Na druhé strané nam nejde
o axiomatiku kvantové mechaniky a postulaty jsou vysloveny tak, aby jejich znéni bylo
srozumitelné Sirokému okruhu ¢tenaiti s minimalni pripravou zakladd kvantové mechaniky
a matematiky.

I tak je kvantova mechanika po matematické strance obtizna a pouzivany aparat piesa-
huje bézné matematické vzdélani fyzikd, pinejmensim v dob¢, kdy je jim obsahlejsi kurs
kvantové teorie bézné piednasen. Proto jsme do textu — jak je rovnéz zvykem — zaradili
i struéné shrnuti pouzivaného matematického aparatu, § 3. Zaradili jsme ho za prvé dva
postulaty, z nichz vyplyva, které pojmy linearni algebry a funkcionalni analyzy (zejmé-
na vlastnosti Hilbertova prostoru) se dostaly do kvantovémechanického popisu piirodnich
zakonu. Exaktngjsi vyklad pouzité matematiky (linearnich prostort, otazek konvergence
v nekone¢né rozmérnych prostorech, vlastnosti operatorQ, zakladu teorie distribuci apod.)
je pak obsahem matematickych dodatktt B-D.
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Zvlasté kontroverzni ¢asti kvantové mechanického popisu pfirody je teorie méfe-
ni; kodanska interpretace zavadéjici ,,redukci vinové funkce® sice pragmaticky obchazi
fadu potizi, ale z hlediska uzivatele vétsinou vyhovuje, proto i my se ji pfidrzime (§ 5).
Z moderngjSich teorii, které jdou za interpretaci kodanské skoly, se stru¢né zminime o teorii
dekoherence (§ 9.8).

Smisené stavy a jejich popis pomoci matice hustoty, které dovr$uji formalni schéma
kvantové mechaniky, umoznuji popis otevienych systému a jsou odrazovym mustkem
kvantové statistiky v rovnovaze i mimo rovnovahu, jsou zavedeny a analyzovany v § 9.

Diskuse EPR paradoxu a Bellovych nerovnosti, které dokresluji zvlastnosti popisu piirody
kvantovou mechanikou, je standardné vykladana tvahami o méfeni na singletnim stavu dvou
poloviénich spind, a proto je odlozena do kap. 6, kde pojedname o spinu a jejich skladani.

Vylozené pojmy jsou ilustrovany podrobnou diskusi tfi systémi: linearniho harmonic-
kého oscilatoru, volné ¢astice a nabité ¢astice v konstantnim magnetickém poli.

1.2 REPREZENTACE STAVU A FYZIKALNICH VELICIN

V klasické fyzice je pohyb ¢astice popsan znalosti jeji trajektorie. Ziskame ji feSenim
klasickych pohybovych rovnic, zname-li poc¢atecni podminku, jiz je stav ¢astice v jednom
casovém okamziku: jeji okamzita poloha a okamzita rychlost (nebo hybnost). Vysledkem
je zavislost polohového vektoru ¢astice na ¢ase, r(t), coz je vektor z tfirozmérného prosto-
ru a veliéina, ktera je pfimo méfitelna a kterou si dovedeme dobte pfedstavit. V kvantové
mechanice je popis i jediné ¢astice mnohem abstraktnéjsi a nasi intuici nepfistupnéjsi:
odehrava se v obecné nekonecné rozmérném komplexnim vektorovém prostoru, jak je vidét
z nasledujiciho postulatu:

EE

Postulat I: o stavovém vektoru:

(a) Stav systéemu je v kvantové teorii popsdan vektorem v komplexnim Hilbertove prostoru.

(b) Plati princip superpozice: jsou-li y, a y, dva stavové vektory, pak i jejich linedrni
kombinace c\y, + c,y, je rovnéz pripustnym stavem.

LR

Podle P. A. M. Diraca! budeme tyto stavové vektory nazyvat ket-vektory a znacit| ), napf.
|\|/>. Kdyz jsme vyse pfipsali stavovy vektor jednomu systému, je tieba si uvédomit, ze tento
systém je nahodné vybranym systémem ze souboru identickych systémi. Stavovy vektor
bychom tak mohli stejné dobie pfipsat tomuto souboru kolektivné.2

1 Dirac, P. A. M.: The Principles of Quantum Mechanics. 4. vyd. Oxford University Press 1958.

2 Poznamenejme, Zze popsat systém jedinym stavovym vektorem lze pouze v idealnim piipadé — fikame pak,
Ze systém je v cistém stavu. Za méné $t’astnych okolnosti musime systém popsat nékolika stavovymi vektory
s riznymi vahami — pak fikame, Ze systém je ve smiseném stavu. Smisenym staviim se podrobné vénujeme v § 9.
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VlInové funkce y(x), které k popisu kvantového systému standardné pouzivaji uvodni
texty, jsou vyjadfenim stavového vektoru v konkrétni bazi, viz § 6. Stavové vektory (stej-
né jako vlnové funkce) nejsou ,,hmotné* povahy, jako treba zhusténi a zfedéni vzduchu
zvukovych vln, ani nejsou pfimo méfitelné jako tfeba intenzity elektrického a magnetické-
ho pole — jsou to pouze matematické konstrukce, z nichz lze vypocitat fyzikalni charakte-
ristiky systému, ktery popisuji.

Princip superpozice (druha ¢ast postulatu) stoji v srdci interferencnich jevi a — rozsi-
fen pfirozené¢ i na ¢asovou evoluci zucastnénych stavli — stanovuje, ze kvantova teorie je
linearni teorii, tj. ze Casovy vyvoj stavu je zprostifedkovan linearnim operatorem, viz § 8.

Tak jako je stav systému popsan vektorem z Hilbertova prostoru, jsou fyzikalnim veli-
¢indm pripsany operdtory, které piisobi v prostoru téchto vektora.

k ok ok sk ok

Postulat I1: o méritelnych veli¢inach:

(a) Meéritelnym fyzikalnim velicinam odpovidaji v kvantové teorii linedrni hermitovské ope-
ratory, jejichz viastni vektory tvori uplny systém' v prostoru stavovych vektorii.

(b) Jediné hodnoty, jichz miize méritelna fyzikalni velicina F nabyvat, jsou vlastni cisla
operdtoru Ftéto veliciné prirazeného.

k ok ok sk ok

Mg¢titelnymi veli¢inami (angl. observables) mame na mysli veli¢iny, jako je tfeba poloha,
rychlost ¢i energie, zatimco ,,neméfitelnymi* rozumime formalné zavedené matematické
veli¢iny, napf. posunuti ¢i rotace v na§em trojrozmérném prostoru £,.

V Gvodnich textech o kvantové mechanice se postuluje, ze stavové vektory popisujici
jednu ¢astici jsou zobrazeny jako vlnoveé funkce y(x,,x,,x,;) v E;; kartézské soutadnice x,
¢astice a jim odpovidajici hybnosti p,, i = 1,2,3 jsou v prostoru vlnovych funkci reprezento-
vany operatory x, a p,, i = 1,2,3 pisobicimi dle ptedpisu:

X (X, Xy, %) = X, (X, X5, X5),

. . 0 .
piW(xlszx}):_lha\‘/(xlaxbx})a l:1a2a3- (21)

i

Tyto operatory spliuji fundamentalni — takzvané kanonické — komutac¢ni relace
[)2',-9 )%k]:()a [ﬁi: ﬁA] =0, [)Ac/., ﬁk]:iha,’k' (22)

Postulaty I a IT jsou dalekosahlym zobecnénim této pomérné nazorné koncepce.

1 Jak dale podrobngji uvedeme, vlastni vektory i téch nejzakladnéjsich operatort nelezi v Hilbertové prostoru.
Kdyz zde mluvime o uplnosti vlastnich vektort v prostoru stavovych vektort, mléky tedy predpokladame, ze
jako vlastni vektory pfipoustime i vektory z tzv. zobecnéného Hilbertova prostoru (neboli zobecnéné vlastni
vektory), viz dodatek C8.
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€ Uvedena formulace obou postulati je vyrazné intutivni. Neklade si totiz otazku,
které vektory Hilbertova prostoru jsou ptipustné jako stavy, ani které hermitovské
operatory odpovidaji skuteéné pozorovatelnym veli¢inam. Z elementarnich vykladta
kvantové teorie ¢asto vznika dojem, ze ptipustné vinové funkce museji byt hladké
s druhymi derivacemi a Ze pozorovatelnych majicich vyznam je par, zhruba: poloha,
hybnost, moment hybnosti, kineticka a potencialni energie. S tim vSak nevystaci-
me. Pragmaticka odpovéd, implicitné stojici za obéma postulaty je, ze pripustné
vektory a operatory jsou vSechny, které jsou potiebné. Skutecné konzistentni
formulaci vyjadiuje Dvoudilny postulat aplnosti:

Postulat IBIS o stavovém vektoru: kazdy vektor Hilbertova prostoru popisuje pfi-
pustny stav.

Postulat IIBIS o méFitelnych veli¢inach: kazdy hermitovsky operator na Hilbertové
prostoru popisuje néjakou pozorovatelnou.

Vyznam postulatu uplnosti pro kvantovou teorii z matematického hlediska je zfejmy,
tento postulat ma vsak také zasadni vyznam z hlediska operacionalniho a tedy pro
spojeni s experimentem. Z Postulatu I¥'S vyplyva princip superposice (Postulat I (b))
jako korolar. Zanedbavame tedy moznost supervybérovych pravidel!, ktera ov§em
v nerelativistické oblasti fyziky atomu a jejich konglomeratli ma mizivy vyznam.
Postulat 1T miize zarazet: operator Xp~'x a podobné konstrukty nevypadaji jako
realné pozorovatelné. Rozhodujici zde vsak je, ze tento postulat ptipousti jako pozo-
rovatelné projekéni operatory (viz § 3.2. a dodatek C4), které maji jasny a dokon-
ce zasadni operacionalni vyznam v teorii kvantového méteni, jak bude vysvétleno
v § 5. Z projekénich operatort pak Ize sestavit opravdu kazdy hermitovsky (piesnéji:
samosdruZeny — viz dodatek C6) operator. D

Kli¢ovym pojmem matematického aparatu kvantové teorie, jak ukazuje postulat II, je
pojem vlastnich ¢isel operatoru: plati-li pro nenulovy vektor |u> a n¢jaky operator A

Alu) = 1|u), 2.3)

1 Supervybérova pravidla (superselection rules) se uplatiuji v neseparabilnich Hilbertovych prostorech kvan-
tové teorie pole. Cely prostor je rozdélen na podprostory (,,sektory*) a superposice vektorti z riznych sektort
je nepiipustna, princip superposice je tedy omezen. Znamy piiklad je zakaz superposice riznych nabojovych
stavil (charge superselection rule). Také pozorovatelné pusobi vyluéné uvnitf jednotlivych sektort, maticové
elementy mezi sektory jsou nulové a to pravé vedlo k terminu ,supervybérové pravidlo® jako odkazu na oby-
¢ejna vybérova pravidla znama tieba z optiky.

Vice o supervybérovych pravidlech nalezne ¢tenaf napi. v prehledu z pera klasika tohoto problému:
Wightman, A. S.: Superselection rules; old and new. 11 Nuovo Cimento B 110 (1995), 751. Je v§ak nutno
upozornit na dynamicky indukovana ,,mékka“ supervybérova pravidla spojena s dekoherenci, viz Zurek,
W. H: Decoherence, einselection, and the quantum origins of the classical. Reviews of Modern Physics 75
(2003), 715.

Konec¢né se supervybérova pravidla uplatiiuji v moderni teorii kvantové informace, viz napf. Bartlett, S. D. —
Rudolph, T. — Spekkens, R. W.: Reference frames, superselection rules, and quantum information, Rev. Mod.
Phys. 79 (2007), 555.
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fikame, zZe |u> je vlastni vektor operatoru Aanr je k nému prislusejici vlastni ¢islo. Operator
tak prevadi vlastni vektor ve vektor ,,t¢hoz sméru lisici se eventualné jen ,,délkou”. Jelikoz
(2.3) je homogenni rovnice, je zaroven s |u> vlastnim vektorem i kazdy vektor k|u>,k #0,
lisici se od |u> pouze délkou. Vzhledem k tomu budeme za rtizné vlastni vektory povazovat
jen ty, které jsou linearné nezavislé.

k ok ok sk ok

Elementarnim ptikladem je jednotkovy operator, ktery budeme znacit 1. Ten libovolny vek-
tor pfevadi v sebe sama (jinymi slovy, kazdy vektor je jeho vlastnim vektorem):

11wy =|y) =1 ) (24)
Jak naznaceno, ma tedy jediné vlastni ¢islo, A =1.1

€ Tento operator neni bezvyznamnou hti¢kou. Jednak by spravné mél vystupovat
na pravé strané kanonické komutaéni relace (2.2):[%,, p,]=ih9,, 1, jednak mu odpo-
vida pozorovatelna, a sice jistota registrace. Proto se objevuje na pravé strané relaci
uplnosti vlastnich vektori, ktera bude podrobné vysvétlenav § 3.2. D

Zatimco v kone¢né rozmérném vektorovém prostoru definuje rovnice (2.3) ptimocare fesi-
telnou lohu, v nekone¢né dimenzi vyzaduje problém vlastnich vektorti a vlastnich ¢&isel
hlubsi analyzu a vede k nutnosti pracovat i s vektory, které vybocuji z Hilbertova prostoru.
K témto formalnim otdzkadm se nyni obratime.

1.3 MATEMATICKE PROSTREDKY KVANTOVE
MECHANIKY

e

V tomto odstavci jsou soustiedény nejdulezitéjsi definice a vlastnosti matematickych objek-
th, se kterymi v kvantové teorii pracujeme. Klademe tu diiraz méné na vycerpavajici exakt-
ni vyklad, vice na uzitecnost pfi vlastni praci. Také formalni podoba vsech veli¢in a rovnic
je prizptisobena stylu obvyklému ve fyzikalnich textech.

1.3.1 HILBERTUV PROSTOR?

Abstraktni Hilberttv prostor H je komplexni vektorovy prostor na némz je definovan ska-
larni soucin. Jsou-li ] f > a | g) dva vektory z H, budeme jejich skalarni soucin znacit jako

1 Jinym nazornym pfikladem je vlastni vektor operatoru rotace v E;. Rotace dle osy n o tthel o # 0 prevadi
libovolny vektor z E; ve vektor jiny s vyjimkou vektort lezicich podél osy rotace, které nechava beze
zmény. Vektor n je tak vlastnim vektorem operatoru rotace s vlastnim ¢islem rovnym jedné. Rotace a jejich
reprezentace pomoci (unitarnich) operatort jsou piedmétem kap. 5, § 4.

2 Podrobngjsi vyklad vlastnosti vektorovych prostort a Hilbertova prostoru zvlast’ je uveden v dodatku C.
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(f|g)- Z axiomi skalarniho sou¢inu uved'me napt. relaci symetrie: (g|f)=(f|g)", kde
hvézdicka oznacuje komplexni sdruzeni, dale pozitivnost: < f | f > >0 (rovnost plati tehdy
a jen tehdy, kdyZ | /) = 0) a antilinearitu v prvnim argumentu: (c¢f |g)=c"(f|g), kde ¢ je
komplexni ¢islo. Skalarni soué¢in umoznuje zavést pojem ortogonality vektort — fikame, ze
|@) a|y) jsou kolmé, kdyZ (| y) = 0 —a pojem velikosti vektor@: fikdme, Ze |y) je normo-
vany (na jedni¢ku), kdyz || o) || = J(o|p) =1 ¢&ili {(¢|o) =1.

Jednou z implementaci Hilbertova prostoru je prostor L(Q) viech kvadraticky inte-
grovatelnych komplexnich funkci realné proménné na oblasti Q, v kontextu kvantové teorie
pak mluvime o stavovych vektorech v soufadnicové reprezentaci ¢i o vinovych funkcich.
Jsou-li £(x) a g(x) dvé funkce z L*(Q) , jejich skalarni souéin definujeme jako

(f2)=[f ()g(x) dx. (3.1.1)

Pti pevném /'piedstavuje skalarni soucin ( /'|g) linearni funkciondl, jenz kazdému ketu|g)
pfifazuje (komplexni) ¢islo < f | g>. Tyto linearni funkcionaly tvoii rovnéz vektorovy prostor,
jehoz prvky budeme (opét dle Diraca), nazyvat bra-vektory! a znadit < f | Plati tudiz

(1)) =(r1e)-

Vektorovy prostor, jehoz elementy jsou bra-vektory, nazyvame dualni k prostoru ptivod-
nimu. V Hilbertové prostoru je korespondence | f > © < f | jednoznaéna a dualni prostor je
rovnéz Hilbertiv prostor. Kdybychom vsak vzali napt. podprostor < < L* tvofeny funkce-
mi, které exponencialné klesaji v nekone¢nu, bude duélni prostor &/’ nejen vétsi neZ puvod-
ni prostor <, ale i vét$i nez Hilbertiiv prostor. Bude totiz obsahovat i funkce, které nejsou
kvadraticky integrabilni (jako napf. rovinnou vinu), ale pro néz existuje skalarni soucin
(3.1.1) s kazdou z funkei z <. Pravé v tomto smyslu vystupuji v kvantové teorii i zobecnéné
funkce, jako je Diracova d-funkce; podrobngjsi analyzu nalezne ¢tenaf v dodatku B a C.

Viiméme si, ze de Broglieho vina, y(x) = 4e™, ktera stala u zrodu kvantové teorie
jako vlnova funkce popisujici volnou ¢astici, se nekvalifikuje jako pfipustny ,,stavovy
vektor, nebot’ nepatii do L*(E,) — neni totiz na intervalu £, kvadraticky integrabilni.
V principu je mozné omezit matematiku kvantové mechaniky na Hilberttiv prostor, jako
to ucinil J. von Neumann?, ale ¢as dal za pravdu P. A. M. Diracovi, ktery formuloval
kvantovou mechaniku? za pouziti vlastnich funkci (ze spojitého spektra) vybocujicich
z Hilbertova prostoru; teorie distribuci a zavedeni tzv. Gelfandova tripletu jako abstraktni
nadstavby pak dodateéné poskytly matematické ospravedinéni jeho postupu. Podrobnéji
viz dodatek C.8.

1 Podle druhé ¢asti anglického vyrazu pro zavorku, bracket: <bra|c | ket).
2 Neumann, J. von: Mathematische Grundlangen der Quantenmechanik. Berlin: Springer Verlag 1932.
3 Dirac, P. A. M.: The Principles of Quantum Mechanics. 4. vyd. Oxford University Press 1958.
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