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Predmluva

Pateri, byt ¢asto skrytou, veskeré matematiky od jejich pocatkt az do dnesni doby
jsou redlné d¢isla.

Dnes kazdému dobfe zndmé kanonickd korespondence mezi redlnymi ¢isly
a body na primce, k jejimuz dotvoreni doslo az v prvni poloviné devatenactého
stoleti, vnesla do oboru realnjych ¢isel kontinuum. I na redlna cisla se tak zacala
vztahovat nasledujici slova Aristotelova, uvedena v Sesté knize jeho Fyziky.

. je nemozné, aby se néco spojitého skladalo z nedélitelného, jako
naptiklad ¢ara z bodt, je-li cara nééim spojitym a bod nedélitelnym.

Snahy o porusovani kontinuity realnych cisel byly povazovany pfinejmensim
za nevhodné. Pokud nebylo zbyti, jako napiiklad v pfipadé Archimedové nebo
zakladateld infinitezimalniho poctu, byly usilovné hledany casto krkolomné cesty,
po nichz by bylo mozno zakézané postupy obchazet.

Také v nové infinitni matematice hraji tato ¢isla (spolu s kone¢nymi pfirozenymi
¢isly) klicovou roli. Tfida FN konednych pfirozenych ¢&isel zachycuje délku cesty na
geometricky obzor, tfida Real realnych ¢isel soudrznost a kontinuitu tohoto obzoru.

Protoze na rozdil od klasické infinitni matematiky neklademe tento obzor az do
néjakého strnulého jednoduse vykladaného absolutniho nekonecna, obestfeli jsme
na ném lezici redlnd ¢isla Sirokou a hlubokou prazdnotou vyzyvajici k tcelnému
zaplnovéani. Toho pak v tomto pojednani o redlnych ¢islech budeme vyuzivat.






1. Hledani realnych dcisel

Prvni kapitola tfeti knihy o nové infinitni matematice je vénovana usilovnému
hledani redlnych ¢isel béhem historického vyvoje matematiky.

Prvni oddil této kapitoly se odehrava v antické geometrii, druhy v matematice
druhé poloviny devatenactého stoleti a treti v nové teorii mnozin a polomnozin. Ve
zbyvajicich oddilech budou realna ¢isla jako takova nalezena.

1.1 Eudoxovo rozvinuti vykladu antického geometrického
svéta

V pojedndni Peri ton méchanikon theorématon (Metoda)! Archimedes (287-212)
napsal:

Proto i nemalou ¢ast téchto poucek o kuzelu a jehlanu, jejichz dikaz
nalezl prvni Eudoxos (Ze je totiz kuzel tfetina vélce a jehlan tfetina
trojbokého hranolu, majicich touz zédkladnu a stejnou vysku), slusi se
pritknout Demokritovi, jenz se prvni vyslovil o uvedeném tvaru bez
presného dikazu.

Pf#i feSeni uvedenych problému pronikl Eudoxos z Knidu (408-355) do nesrov-
natelné vétsich hlubin antického geometrického svéta, nez jsou ty, v nichz se ode-
hrava prvnich Sest knih Eukleidovych Zdkladi. Odtud pak vytahl princip umoziu-
jici pri riznych prilezitostech do téchto hlubin vstupovat. Tomuto principu, prede-
vs§im pak jeho objevu, je vénovan tento oddil.

Uloha nalézt k danému geometrickému télesu kvadr, ktery ma stejné velky ob-
anticti geometti. Eukleides ji vénoval jedenactou a dvanactou knihu Zakladi. K Gpl-
nému zvladnuti této tlohy pro pfipad vsech tak fikajic ,hranatych® téles zbyvalo
jiz jen dokézat nasledujici tvrzeni:?

Dva ¢tyrstény, které maji stejnou vysku a jejichz podstavami jsou
shodné trojuhelniky, maji stejné velky objem.

Uzitim tohoto tvrzeni lze pak jiz snadno dokazat, ze objem jehlanu je roven
jedné tfetiné z objemu hranolu o stejné zakladné a stejné vysce.

1Cit. podle Johan Ludvig Heiberg (1907), “Eine neue Archimedeshandschrift”. In: Hermes,
Volume 42, Berlin, s. 245.

2Srov. Zdklady XI, tvrzeni IV. Viz téz Eukleides (2011), Zaklady. Knihy XI-XII, s. 118-119
a komentar na s. 48.



Demokritovo feseni problému objemu ¢tyFsténu

Pro nase tcely nyni postaci pouze pripomenout, ze podle u¢eni Demokrita z Ab-
dér (460-370) se vSe, co se nachdzi v redlném svété, sklada z malych, lidskym okem
neviditelnych a pro svou absolutni tvrdost dale jiz nedélitelnych atomil. Tyto atomy
maji tvary geometrickych téles, pficemz vlastnosti véci viditelnych jsou vyvolany
rozloZzenim a tvary atomut v nich pfitomnych. Jmenovité stejnorodost néjaké véci,
napiiklad kusu ryziho zlata, je vyvolana rovnomérnym rozloZenim atomu stejné
velikosti a stejného, pro zlato pfiznacného, tvaru, z nichz je tento kus zlata slozen.

Je vysoce pravdépodobné, ze Demokritos dokazoval tvrzeni o rovnosti objemi
Ctyfstént nasledujicim zptisobem.

Necht VABC, V'A’B'C" jsou dva étyfstény takové, Ze jejich podstavné troj-
thelniky ABC, A’B’C’ jsou shodné a vysky nad témito podstavnymi trojihelniky
jsou stejné veliké. Dejme tomu, ze oba tyto ¢tyrstény jsou vytesdny z mramoru.
Potom atomy, z nichZ jsou sloZzeny, maji stejny tvar a velikost a jsou v téchto
Ctyfsténech stejné husté rozlozeny.

Postavme tyto Ctyfstény na podstavnou rovinu tak, aby v ni lezely trojahel-
niky ABC, A’B’C’. Protneme-li tyto ¢tyfstény rovinou rovnobéznou s podstavnou
rovinou, pak trojihelniky EFG, E'F'G’, v nichZ tato rovina &tyfstény protind,
jsou shodné, coz neni obtizné dokéazat. To ale znamena, ze i vrstvy atomt prisluse-
jici témto Feztim maji stejny pocet atomi, a ponévadz tyto ctyfstény maji stejnou
vysku, maji i stejny pocet téchto vrstev. V diasledku toho se oba tyto ¢tyrstény
skladaji ze stejného poctu stejnych atomtd, a ponévadz v obou Ctyfsténech jsou
atomy stejné husté rozlozeny, maji oba tyto ctyfstény stejny objem.

v 4

Y B’

O Eudoxovi je zndmo, Ze se béhem pobytu v Aténach sezndmil s Platonem
a stal se ¢lenem jeho Akademie. Platon (427-347) byl nesmifitelnym odptrcem
Demokritovym. Demokritovo feSeni problému objemu ¢tyfsténu muselo u Platona
vyvolat velké rozhotceni. Proto asi pravé od Platona vzesel podnét vyloudit z du-
kazu tvrzeni o objemu ¢tyfsténu (a také kuzele) vSechny Gvahy o atomech.
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1. Hleddni redlnych cisel

Eudoxovo reSeni problému objemu étyfsténu

Necht VABC, V'A’ B'C’ jsou ¢tyistény, které maji shodné podstavy ABC, A’B'C’
a stejnou vysku.

Rozklad ¢tyfsténu VABC na dva navzajem shodné ¢tyistény VEFG, FLBK
ana dva trojboké hranoly ALK HEF, HKCEFG, jak je to nakresleno na obrazku,
kde body E, F, G, H, K, L jsou stfedy prislusnych hran, se nazyvid Eudoxuv
rozklad ¢tyfsténu VABC.

\4 v’

G
A L

Uzitim dalsich dvou obrézkt snadno nahlédneme, ze ¢tyfstén VEFG (a tedy
i FLBK) m4a mensi objem nez kazdy z uvedenych trojbokych hranolii. Nasled-
kem toho oba tyto hranoly maji dohromady vétsi objem, nez je polovina objemu
étytsténu VABC.

E F G

A 13 H K

Provedme nyni stejnym zptsobem Eudoxiiv rozklad i étyfsténu V'A’B'C’. Uzi-
tim prvnich dvou obrazkid snadno nahlédneme, Ze trojboké hranoly HKCEFG,
H'K'C'E'F'G’ maji shodné podstavy a stejnou vysku; ndsledkem toho maji i stejny
objem. Podobné je tomu i s hranoly ALKHEF, A’L' K'H'E'F’. Rovnéz snadno
nahlédneme, Ze podstava étyfsténu VEFG (a tedy i FLBK) je shodnd s podstavou
Ctyfsténu V'E'F'G’ (atedy i F'L'B'K’), pficemZ vSechny tyto ¢tyfi ¢tytstény maji
stejnou vysku (poloviéni, nez je vyska ctyfsténu VABC).
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Eudoxuv dukaz rovnosti objemu &étyisténu VABC a V'A'B’'C’

Necht napiiklad étyistén VABC mé vétsi objem neZ étyistén V/A’B’C’. Necht Q
je (malicky) kvadr, jehoZ objem spolu s objemem ¢&tyfsténu V/A’B’C” je mensi nez
objem ¢tytsténu VABC. Odeberme ze ¢tyisténu VABC oba trojboké hranoly vy-
tvorené jeho Eudoxovym rozkladem. Objem zbyvajicich ¢tyfsténtu je dohromady
mensi nez polovina objemu ¢tyfsténu VABC, nebot vice nez polovinu jeho objemu
jsme z néj odebrali. Z kazdého z téchto zbyvajicich ¢tyfstént odebereme opét ob-
dobné hranoly a podrzime zbytek, to je ¢tyfi malé ¢tyrstény podobné piivodnimu,
a z kazdého odebereme opét obdobné hranoly a podrzime zbytek, a to ¢inme tak
dlouho, dokud nebudeme drzet ¢tyrstény, jejichz objem je dohromady mensi nez
objem kvadru Q. V tomto okamziku jsme ze ¢tyfsténu VABC odebrali hranoly,
jejichz objem je dohromady vétsi neZ objem &tyfsténu V/A’B’C’. Kolikrat jsme
odebirali hranoly ze ¢tyisténu VABC, tolikrat je nyni odebirejme i ze Ctyfsténu
V'A’B'C’, rozumi se na kazdém kroku vzdy obdobné hranoly. To ale znamend, Ze
na kazdém kroku odebirdme ze ¢tyisténu V'A’B’C’ stejny objem, jaky jsme odebi-
rali ze étyrsténu VABC'. Nakonec tedy odebereme ze étyisténu V/A’B’C’ hranoly,
jejichz objem je dohromady stejny jako objem vsSech hranolt odebranych ze ¢tyt-
sténu VABC, tedy vétsi nez objem ¢tyisténu V/A’B’'C’. To vsak je spor, nebot ze
Styisténu V' A’ B'C’ nemuzeme odebrat vétsi objem, nez je objem tohoto ¢tyfsténu.

Ideu obsazenou v Eudoxové dikazu klicového tvrzeni, o niz nam nyni jde, vy-
tahl z tohoto dikazu Eukleides (325-260), osamostatnil ji a zalozil na ni desdtou
knihu Zdkladu vénovanou nesouméritelnosti délek nékterych tsecek. Samostatné ji
vyslovil hned jako prvni tvrzeni této knihy, a to nésledujicim zptisobem.3

Tvrzeni 1.1 (o neustdlém pileni). Jsou-li ddny dvé veliiny nestejné, kdyz od
vétsl odecteme Cast veétsi nez polovina a od zbytku opét cast vétsi nez polovina
a tak stale budeme ¢initi, zbude néjaka veli¢ina, jez bude mensi nez dana veli¢ina
mensi.

Pro zajimavost jesté poznamenejme, ze Eukleides se v této formulaci uvede-
ného prvniho tvrzeni desaté knihy Zdkladid vérné drzi Eudoxova dikazu. Teprve
dodateéné si uvédomil (spise vSak si to uvédomil néktery z pozdéjsich opisovaci
Zdkladi), ze slova ,vétsi nez polovina“ lze nahradit slovy ,,vétsi nebo rovna polo-
viné“.

Archimedes povazoval Eudoxiv dikaz klicového tvrzeni za naprosto doko-
naly, coz plyne z jeho prve uvedenych slov. Stejny nazor zastavala od antiky az do
dvacatého stoleti tdhnouci se fada matematik. Ani my proti nému nedovedeme
vznést zadné namitky.

Anti¢ti geometii by ale za naprosto nejcistsi prokdzani pravdivosti obou uvede-
nych tvrzeni o objemech Ctyistént pravem povazovali nalezeni navodu na proménu
jednoho z téles v nich vystupujicich na téleso druhé.* Proto pravé o nalezeni ta-

3Viz Eukleides (2012), Zdklady. Kniha X., tvrzeni I, s. 64.
4To volné fedeno znamend rozlozit jedno z téchto téles na koneéné mnoho &asti a z nich pak
slozit téleso druhé.
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1. Hleddni redlnych cisel

kového navodu se tito geometii pokouseli, le¢ jejich snaha se nesetkala se zdarem.
Netispésné se o to pozdéji pokouseli i geometti stfedovéci, renesancni, novovéci,
dokonce i geometii devatenactého stoleti.

Ze zprvu nevinné vyhliZzejici Glohy se tak stal problém. Doslo to tak daleko,
ze na Druhém mezindrodnim matematickém kongresu (Pafiz 1900) zafadil David
Hilbert (1862-1943) tento problém mezi jim vybranych dvacet t¥i do té doby
nefesenych problémt. Témét vzapéti po uveiejnéni Hilbertovy prednasky® dokazal
Hilberttv student, §vycarsky matematik Max Dehn (1878-1952), Ze tento pro-
blém neni fesitelny. Vytvoril totiz takové dva ¢tyistény o shodné podstave a stejné
vyice, z nich? z4dny neni proménitelny na druhy.%

1.2 Osamostatnéni oboru realnych cisel
Jak je vSeobecné znamo, celymi €isly rozumime ¢isla
., —3,-2,-1,0,1,2,3, ...

Racionalnimi éisly rozumime ta ¢isla, ktera lze vyjadiit ve tvaru zlomku

B, kde p,q jsou celd ¢isla, ¢ # 0.
q

Ciselnou osou rozumime ptimku, na niZ jsou vyznaceny dva riizné body B(0),
B(1). Tu jeji polopfimku, kterd je uréena bodem B(0) a na niz lezi (popt. nelezi)
bod B(1), nazyvame kladnou (popt. zdpornou) polopiimkou ¢éiselné osy.

Raciondlni ¢isla znézoriiujeme na ¢iselné ose tak, Ze ¢islu 0 pfifadime bod B(0),
kladnému (poptipadé zépornému) raciondlnimu ¢islu x pak pfifadime ten bod B(z),
ktery lezi na kladné (popiipadé zaporné) polopfimce €iselné osy, pro néjz pomér
délky usecky B(z)B(0) ku délce tisecky B(1)B(0) je roven ¢islu x (popiipadé —x).

Timto zptsobem jsme zavedli korespondenci mezi oborem cisel racionalnich
a jistym podoborem vsech bodu lezicich na ¢iselné ose, nikoli vSak s celym timto
oborem. Na kladné polopfimce &iselné osy totiz lezi naptiklad bod B(v/2) takovy,
7e pomér délky tisecky B(v/2)B(0) ku délce tisecky B(1)B(0) je /2.

Tato tivaha (a nejen ona) zavdala p¥i¢inu k rozsifeni oboru racionalnich éisel do
oboru tzv. €isel realnych, jez by zajistilo iplnou korespondenci mezi nim a oborem
vSech bodl na ¢iselné ose, kterd by byla rozsifenim korespondence vychozi (to je
té, v niz vystupovala pouze ¢isla raciondlni). V souladu s tim pak redlné éislo
odpovidajici bodu X lezicimu na kladné polopfimce ¢iselné osy bylo vykladano
jako pomér délky usecky B(0)X ku délce usecky B(0)B(1).

5David Hilbert (1900), Mathematische Probleme — Vortrag, gehalten auf dem internationalen
Mathematiker-Kongref3 zu Paris 1900, Nachrichten von der Kénigl. Gesellschaft der Wissenschaf-
ten zu Gottingen. Mathematisch- Physikalische Klasse. Heft 3, s. 253—297.

6Max Dehn se timto problémem zabyval ve své habilitaéni praci a také v ¢lanku Uber den
Rauminhalt, viz Dehn, M. (1901). Uber den Rauminhalt. In: Mathematische Annalen 55(3)(1901),
s. 465-478.
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Jinymi slovy: kladna realna cisla byla zavedena tak, aby mohla byt vykladana
jako poméry délek tsecek. Ta redlna ¢isla, kterd nejsou racionalni (to je ta, kterd
z divodu ztplnéni korespondence byla k raciondlnim p¥idéna), obdrzela nazev ¢éisla
iracionalni.

Pokud obor realnych ¢isel byl vymezen pouze jako obor adresatti v této tzv.
kanonické korespondenci s oborem bodu lezicich na ciselné ose, bylo zachazeni
s realnymi Cisly vice ¢i méné skryté odvozovano a ospravedliiovano geometrickym
nazorem.

Takovym napadnym pfikladem podiizenosti redlnych ¢isel geometrickému né-
zoru bylo tvrzeni, podle néhoz

kazda spojita funkce f na uzavieném intervalu [a, b] redlnych ¢isel, pro
niz je f(b) < 0 < f(a), nabyva v nékterém bodé tohoto intervalu za
svou hodnotu ¢islo 0.

Na toto geometrické tvrzeni se odvolal i Carl Friedrich Gauss (1777-1855),
kdyz v roce 1799 podal prvni dikaz tzv. zakladni véty algebry, podle niz

kazdy mnohoc¢len az™ + - - - + ag s realnymi koeficienty lze rozlozit na
soudin linedrnich a kvadratickych mnoho¢lenti (rovnéz s redlnymi koe-
ficienty).

Byl si pritom védom, Ze toto ,ryze analytické feSeni“ dokazal uzitim geometrického
nézoru. Aby dukaz zdkladni véty algebry odistil od geometricky odivodnéného
tvrzeni, podal Gauss v roce 1816 dalsi dva dukazy této algebraické véty, v nichz
toto geometrické tvrzeni jiz nepouzil a v nichz pfitomnost geometrického nazoru
byla témér nepozorovatelna.

Gaussova snaha vylouéit geometricky nazor z diikazu zakladni véty algebry pod-
nitila Bernarda Bolzana (1781-1848) k vypracovéni ,ryze analytického* dikazu
pro vyse zminéné tvrzeni o spojité funkci. U¢inil tak v praci uverejnéné uz v roce
1817.7 Kdyz si koncem devatenactého stoleti matematici tuto praci piecetli, zacalo
byt zmifiované tvrzeni o spojité funkci nazyvano Bolzanovou vétou.

Aby mohl uéinit to, co si predsevzal, musel ovSsem Bolzano nejprve obor realnych
Cisel osamostatnit; odloucit ho od ¢iselné osy. Presnéji feceno nalézt nebo alespon
naznacit takové vymezeni tohoto oboru, které by bylo zaloZeno jen na zachazeni
s Cisly, neopiralo se o geometricky nazor a pochopitelné aby kanonicka korespon-
dence mezi takto osamocenym oborem redlnych c¢isel a oborem bodt na ¢iselné ose
byla zachovana, nyni vSak uz jen jako korespondence mezi dvéma rovnocennymi
obory. To, jak se Bolzano tohoto tkolu zhostil, bylo ¢inem mnohem dalekosahlejsim
nez pouhy ,ryzi analyticky* dukaz véty, kterd obdrzela jeho jméno.

K predvedeni Bolzanova vkladu do vykladu realnych ¢isel pouzijeme posloup-
nosti, jak je to ostatné dnes obvyklé. Bolzano ovSem pouzival ¢astecné soucty ne-
koneénych fad, nebot faddm byla v jeho dobé davana prednost.

"Viz Bernard Bolzano (1817), ,Rein analytischer Beweis des Lehrsatzes da8 zwischen je zwey
Werthen, die ein entgegengesetzetes Resultat gewidhren, wenigstens eine reelle Wurzel der Glei-
chung liege“. In: Abhandlungen der k. Gesellschaft der Wissenschaften.
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1. Hleddni redlnych cisel

Posloupnosti redlnych ¢isel ay, asg, ... budeme nazyvat takovou podtiidu redl-
nych ¢isel, na kterou lze zobrazit vSechna pfirozend c¢isla FN. Tedy existuje vza-
jemné jednoznacéné zobrazeni mezi FN a {a,}. Neboli {a,} je linedrné uspofadana
vzhledem k FN.

Rekneme, Ze realné ¢islo a (popiipadé bod A lezici na &iselné ose) je limitou
posloupnosti a1, ag, ... redlnych éisel (popfipadé posloupnosti A, Ay, ... bodl
lezicich na ¢éiselné ose), jestlize plati:

at zvolime jakkoli malé kladné &islo €, lze vidy v této posloupnosti
dospét k takovému jejimu ¢lenu a,,, (poptipadé A,,), Ze pro kazdé n > m
je

la —am| <e (popfipadé |[A — A,| < e).

Pfipomertime, Ze je-li x redlné éislo, pak |z| oznacuje jeho absolutni hodnotu.
To znamena, ze
2| T pro z > 0,
€T =
—x pro z < 0.

Podobné jsou-li X, Y body lezici na ¢iselné ose, pak | X — Y| oznacuje to realné
Cislo, které udava pomér délky tsecky XY ku délce tsecky B(0)B(1).

Ztejmé ma-li posloupnost redlnych ¢isel ay,ao, ... limitu, pak pouze jednu.
Rekneme, 7e posloupnost redlnych ¢isel ay, az, ... (popiipadé posloupnost bodi
Ay, Ag, ... lezicich na ¢iselné ose) je bolzanovska, jestlize plati:

at zvolime jakkoli malé kladné racionalni éislo ¢, lze vidy v této po-
sloupnosti dospét k takovému jejimu ¢lenu a,, (popfipadé A,), Ze pro
kazdé m > n je

|am — an| < e (popiipadé |A,, — A,| < e).

Ztejmé je-li a limitou posloupnosti redlnych c¢isel a1, aq, ..., pak tato posloupnost
je bolzanovska. Zvolime-li totiz racionalni ¢islo € > 0 a k nému n takové, ze pro
kazdé m > n je |a — a,| < 5, pak pro kazdé m > n je

E €
|an_am| < |an_a|+|a_am| < 5"'525
Ptipad posloupnosti bodu lezicich na ¢iselné ose je obdobny.

Naskyta se otazka, zda také naopak kazda bolzanovskéd posloupnost realnych
¢isel ma limitu. V pfedmnozinové matematice tim bylo minéno, zda plati: je-li dana
néjaka bolzanovska posloupnost realnych ¢isel, pak je uskutec¢nitelna i jeji limita.

Vzhledem k prvotnimu vymezeni oboru realnych ¢isel musime odpovéd na tuto
otazku hledat v geometrii. Tazeme se tedy, zda vzdy, kdyz je dana néjaka bolzanov-
ské& posloupnost bodi lezicich na ¢iselné ose, je uskutec¢nitelny takovy bod, ktery
je jeji limitou.

Uspokojivou odpovéd na takto polozenou otdzku ndm ovSem nedd ani Zeus.
Jeho odpovéd by totiz byla zdporné, nebot ve vét§ing pripadi by takovy bod nedo-
vedl uskutecnit. Zeus sice muze sledovat, jak se body dané bolzanovské posloupnosti
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na ¢iselné ose usazuji vzdy od jistého pocinaje na stéle kratsich tseckéach (jejichz
délky ubihaji k nule), avSak uchopeni bodu, do néhoz se tyto tsecky nakonec scvrk-
nou, se vymyka jeho schopnostem; pokud ovSem z néjakého jiného divodu tento
bod jiz neznal predtim. Musel by totiz projit celou posloupnost téchto zmensujicich
se usecek, aby k nému dospél. To ale neumi; pouze v této posloupnosti umi dojit
tak daleko, jak si zamane. At vSak v ni dojde jakkoli daleko, az na konec nedoséhne.

Do hry vsak vstupuje mocnéjsi uskutecnovatel nez Zeus. Takovy, ktery ani ne-
musi projit uvedenou posloupnosti krok za krokem; umi ji vSak pfehlédnout jedinym
pohledem az na obzor lezici v nekonec¢nu, kde jeho zrak spocine na bodé, k némuz
se dané bolzanovskéd posloupnost pfimkla. Kfestanskd Evropa takového mocného
uskutectiovatele zna. Pravé Jeho, byt v tomto pfipadé skytého v nevédomi, si musel
Bolzano vzit na pomoc, kdyz se odvazil vyslovit nasledujici postulat.

Bolzantiv postulat. Kazd4 bolzanovsks posloupnost realnych ¢isel ma limitu.®

Toliko On totiz ruéi za uskutecnitelnost limity bolzanovské posloupnosti
B(a1), B(az2), ... bodu lezicich na ¢iselné ose. Této limité, kterou oznaéime B,
odpovida v kanonické korespondenci realné ¢islo a neboli B = B(a). Kanonickd
korespondence nam pak nejen umoznuje, ale pfimo vnucuje vyklad ¢isla a jakozto
limity posloupnosti realnych ¢isel a1, as, ...

Poznamenejme, ze ve vyse uvedené praci Bolzano uzitim tohoto postulatu do-
kézal téz vétu o supremu a umoznil tak prokazat ,ryze analytické“ dikazy téch
tvrzeni, ktera se opirala o geometrickou poucku, podle niz k rozlomeni tisecky na
dvé casti dojde vzdy v néjakém jejim bodé. Pri této prilezitosti téZ upozornil na
Casté chyby, jichz se matematici pfi pouzivani této poucky dopoustéli.

Ditisledné a tplné osamostatnéni oboru realnych ¢isel prislo na pofad dne az
v sedmdesatych letech devatenactého stoleti. K dosazeni tohoto cile byly zvoleny
dva riizné postupy. Pritom podstatné ideje obou byly obsazeny v tehdy jiz vice nez
padesat let staré vySe zmifiované Bolzanové praci, kterou vSak (a¢ byla napsdna
némecky) se nikdo v Némecku, natoz ve Francii, neobtéZoval preéist; byla totiz
vydana v Praze.

Prvni samostatné, to je od geometrie odlouc¢ené vybudovani redlnych ¢isel na-
vrhl jiz v roce 1872 Georg Cantor (1845-1916).° Cantoriv postup rozsifovani
oboru racionalnich ¢isel do oboru ¢isel realnych je nasledujici:

Kazdé bolzanovské posloupnosti racionalnich ¢isel pfiradime jako jeji limitu
abstraktni objekt, ktery nazveme realnym ¢islem. Pokud ale tato posloupnost ma
za limitu éislo raciondlni, pak timto objektem je to racionalni é&islo, které je jeji
limitou. Jinymi slovy v takovém pfipadé ji jiz zddnou jinou limitu nepfifazujeme.
Pokud zadné raciondlni ¢islo neni limitou této posloupnosti, pak realné ¢islo, které
ji bylo pfifazeno jakozto jeji limita, nazyvame €éislem iracionalnim.

Cantor pochopitelné nazev bolzanovskéd posloupnost nepouzival. Pozdéji kdyz
se ke své teorii redlnych ¢isel vracel, ji nazyval posloupnost fundamentélni.

8To znamen4, e limita bolzanovské posloupnosti je uskuteénitelna.
9Georg Cantor (1872), ,,Uber die Ausdehnung eines Satzes aus der Theorie der trigonomet-
rischen Reihen“. In: Mathematische Annalen 5, s. 123-132.
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