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Predmluva

Newtoniv a Leibniztv objev infinitezimalniho kalkulu je dodnes povazovan za jeden
z nejvétsich vydobytki lidského ducha. Je tomu tak pravem, nebot matematika jim
obdrzela metodu nevidané i¢innosti, kterd ji umoznila ziskavat poznatky vyrazné
prekracujici obzor do té doby obvyklého geometrického nazoru a novovéka evropska
prirodovéda nepostradatelny nastroj, jemuz vdéci za nejeden ze svych triumfalnich
uspéch.

Takzvana vyssi matematika — jak byla nazyvéana ta ¢ast matematiky, ktera se
opirala o infinitezimalni kalkul — byla zaloZena na kalkulacich s nekone¢né malymi
veli¢inami. Pfitom nejprve predevsim prostiednictvim podilu dvou a souétu neko-
necné mnoha téchto veli¢in bylo mozno ziskavat veli¢iny jiz pristupné dosavadnimu
geometrickému nazoru. Podle toho je infinitezimélni kalkul tradi¢né rozdélovan na
kalkul diferencidlni a kalkul integralni.

Tajemné povaha nekone¢né malych veli¢in vSak infinitezimalnimu kalkulu dodéa-
vala mysticky nadech, ¢imz samotny jeho objev nabyval v o¢ich mnoha lidi rozméri
az nezaslouzenych; zaroven ale u nejednoho stroze racionalné uvazujictho matema-
tika vzbuzovala pocit nejistoty. Podezfeni, ze matematika pracuje s pojmy pfi-
nejmensim nejasnymi, bylo zesilovano neprijemnymi chybami, jichz se mohl dopus-
tit kazdy, kdo si pfi kalkulacich s nekone¢né malymi veli¢inami pocinal nepozorné.
Avsak na druhé strané kalkulace opirajici se o jakysi nevédomy novy geometricky
nazor, tykajici se pravé nekonecné maljch veli¢in, vedly neomylné k udivujicim
a nezpochybnitelnym vysledkim.

Matematici, jejichz véda byla povazovana ze vSech véd za nejjistéjsi, se ovSem
nemohli smifit s tim, ze nejplodnéjsi soucast matematiky byla zaloZzena na mlhavych
pojmech. Po nékolika marnych pokusech vynést onen tajemny nazor, tykajici se
nekone¢né malych veli¢in, z nevédomi do védomi, a tim vyjasnit a vyostfit predmét
jeho ptsobnosti tak, jak to pfisnost matematiky vyzadovala, nakonec na pojem
nekoneéné malé veli¢iny rezignovali. Ptilezitost jim k tomu poskytl d’Alembert,
jenz veden snahou vyloucit aktudlni nekonecno z matematiky zavedl pojem limity
v jeho nejriznéjsich obménach. O tento pojem se pak matematickd analyza mohla
oprit a nahrazovat jim v riznych tvahich nekonecné malé veli¢iny, a to i pozdéji
v dobé, kdy aktudlni nekonecno jiz v matematice zdomécnélo.

Toto pretvafeni infinitezimalniho kalkulu do ed-analyzy (nazyvané tak dnes
ponékud posmésné podle vzitych technik pFiznaénych pro zachdzeni s limitami)
netoliko uspokojovalo naroky matematikti na pfesnost a jasnost, ale otevielo jim
nova Siroka pole ptisobnosti. Nahrazovani ivah o nekone¢né malych veli¢inach tiva-
hami o limitach nebylo totiz zalezitosti zcela mechanickou, ale nezfidka vyzadovalo
pristupy tvurcéi. Kromeé toho postupy a metody vypracované pii této ¢innosti bylo
mozno zobecniovat a uzit pfi zkoumani mnohem obséhlejsich pfedmétt studia, nez
je obor realnych ¢isel a funkci. To spolu se vstupem teorie mnozin do matematiky
dalo vznik takovym oborim, jako je topologie ¢i funkcionalni analyza.



Uspésnym zvladnutim veho, ¢eho do poloviny devatenactého stoleti dosahl infi-
nitezimalni kalkul, odstranénim riznych chyb a omyld, k nimz pii zachézeni s neko-
neéné malymi veli¢inami doslo, vyjasnénim nékterych nedorozumeéni a v neposledni
fadé nesmirnou plodnosti toho sméru, jimz se matematikové vydali p¥i odstrano-
vani nekone¢né malych veli¢in, tim vSim bylo vyvolano vSeobecné presvédceni, ze
praveé ed-analyza je onou hledanou spravnou odpovédi na otazky tykajici se zaklada
infinitezimalniho kalkulu. I kdyz z déjin matematiky nebylo mozno pivodni pojeti
infinitezimalniho kalkulu vymazat, nehledé na to, Ze napriklad fyzikové se diktatu
ed-analyzy zcela nepodrobili, matematici povazovali pivodni infinitezimalni kal-
kul nekoneéné malych velic¢in v lepsim piipadé za jakési historické nedopatfeni,
v horsim pak za naprosty nesmysl.

Fyzikové se ovsem puvodniho pojeti infiniteziméalniho kalkulu nedrzeli z néja-
kého marnivého vzdoru vici matematikiam, ale proto, Ze ed-analyza potlacila to, na
¢em predevsim byla zaloZena sila infinitezimalniho kalkulu. TotiZ jednak intuici opi-
rajici se o onen podivny, le¢ nadmiru uzitecny nazor tykajici se nekoneéné malych
veli¢in, jednak o ni opfenou prithlednost kalkulaci s témito veli¢cinami. K zachy-
ceni nazornych pojmi infinitezimalniho kalkulu bylo v ed-analyze potfeba mnohem
vice kvantifikdtorti a jednoduché kalkulace byly nahrazeny tvrzenimi casto s malo
prihlednymi dikazy. Ostatné nejeden matematik tajné s nekonecéné maljymi ve-
li¢inami pracoval a vysledky takto ziskané klopotné prekladal do ed-analyzy. Tato
neupfimnost matematikti se projevila napiiklad i v tom, ze v univerzitnich kurzech
matematické analyzy se sice pfednaselo feseni diferencidlnich rovnic, mlcky se vsak
predpokladalo, ze sestavovani ¢i odvozovani téchto rovnic se studenti nauci v kur-
zech fyziky. Ve dvacatém stoleti pak nékteré dulezité a ndzorné pojmy, které vypra-
covali fyzikové uzitim nekoneéné malych veli¢in, mohly byt téchto veli¢in zbaveny
jen tak, ze byly sloZité modelovany prostiedky funkcionalni analyzy. Vymluvnym
prikladem toho je zndmd Diracova funkce.

Obrat nastal az v poloviné dvacatého stoleti, a sice v souvislosti s objevem ne-
standardnich modeli teorie mnozin. Tyto modely se vyznacuji tim, ze pivodni —
to je standardni — pfirozena ¢isla jsou v nich prodlouzena o takzvana ¢isla nestan-
dardni, le¢ od standardnich vnitinimi prostiredky prislusného modelu neodlisitelna.
O tom, ze obricené hodnoty téchto nestandardnich pfirozenych ¢isel modeluji ne-
kone¢né mala ¢isla, jisté neni tfeba nikoho presvédcovat. Této prilezitosti se chopil
Abraham Robinson, ktery vybudoval zéklady takzvané nestandardni analyzy. Jemu
a jeho nasledovniktim se tak podarilo rehabilitovat opravnénost veskerych technik
pouzivanych pfi kalkulacich s nekoneéné malymi veli¢inami, a navic ospravedlnit
i nékteré dalsi uziteéné principy jich se tykajici; dokonce i takové, které by objevi-
telé infinitezimalniho kalkulu pfijali s rozpaky.

Tato rehabilitace nekone¢né malych veli¢in a kalkulaci s nimi byla sice mate-
matiky zabyvajicimi se ed-analyzou uznana — ostatné neuznat ji nebylo mozné —,
nicméné proti nestandardni analyze byly vznaseny rtizné namitky, z nichz néasledu-
jici dvé jsou zavazné.

Za prvé: rehabilitace technik pouzivanych pti kalkulacich s nekoneéné malymi
veli¢inami jesté neznamena rehabilitaci ptivodni intuice potfebné k zachazeni s té-
mito veli¢inami. Nestandardni analyza totiz nepostihla nekonec¢né malé velic¢iny



v jejich puvodni podobé, ale pouze je modelovala. Nasledkem toho pivodni intuici
nahradila intuici jinou, sice pfibuznou, kterou si vSak miize osvojit je ten, kdo zna
nestandardni modely teorie mnozin. K tomu je ale nezbytné mit mnoho znalosti
z moderni teorie mnozin a matematické logiky. Z toho diivodu nelze ani nestan-
dardni analyzu piednéset v béZnych univerzitnich kurzech. Pro fyziky — a vibec
pro ty, kdoz dosud pouzivaji pivodni infinitezimalni kalkul — je objev nestandardni
analyzy sice velkym zadostiu¢inénim, méné vsak jiz i¢innou pomoci, nebot jde o za-
dostiuc¢inéni formalni.

Za druhé: nestandardni analyza vlastné jenom preklada vysledky ziskané e4-
-anal§zou do jazyka nekonedné mal§ch velicin. Zadné nové vysledky vak nepfi-
nasi. Dokud nepfedvede néco, co ed-analyza nedovede, jde vlastné jen o zajimavou
hiicku.

Tato druhé ndmitka je pfedevsim licomérna. Vzdyt ed-analyza (alespoii v poc¢a-
te¢nim obdobi) nedélala nic jiného, nez Ze prekladala pojmy a poznatky infinite-
zimalniho kalkulu do jazyka limit. Spravné by tedy ona méla predvést néco, co
nestandardni analyza nedovede. Nic takového vsak ed-analyza predvést nemuze,
nebot jazyk nestandardni analyzy je (konzervativnim) rozsifenim jazyka ed-ana-
lyzy a vSe, co je vyjadfeno a dokdzano v ed-analyze, je automaticky vyjadieno
a dokazano v nestandardni analyze.

Avsak i kdyby nestandardni analyza nepfinesla zadny poznatek, ktery ej-ana-
Ijza nedovede ziskat, nebyl by to jesté dostatecny divod pro jeji odmitnuti. Ostatné
napftiklad komplexni ¢isla jsou konzervativnim rozsifenim éisel redlnjch (to zna-
menad, ze o realnych cislech nelze jejich prostiednictvim dokézat nic, co by nebylo
mozno dokdzat jiz jen uzitim samotnych redlnych ¢isel), kdo se vSak pokousi do-
kazat napiiklad tvrzeni o rozkladu polynomu s realnymi koeficienty na kvadratické
a linedrni polynomy rovnéz s redlnymi koeficienty (tedy tvrzeni tykajici se vyhradné
realnych éisel), ten teprve uziteénost komplexnich ¢isel nélezité oceni.

Kromé toho zastanci ed-analyzy mlcky od nestandardni analyzy vyzaduji, aby
poznatek, ktery ed-analyza ziskat nedovede, byl formulovan v jazyce ed-analyzy.
Tim je ovSem nestandardni analyza pfedem degradovana na pouhy nastroj k ziska-
vani poznatki ed-analyzy. To je ale podobné tomu, jako bychom v teorii komplex-
nich ¢isel uznavali jen ty pojmy a poznatky, které se tykaji jen ¢isel redlnych, a tedy
takovym pojmim, jako jsou napiiklad ¢isla komplexné sdruzené, goniometrické vy-
jadfeni komplexniho ¢isla a podobné, pfiznavali jen sluzebnou povahu a poznatku
€™ = 1 nepfiznali Zddnou mimofadnou hodnotu.

Naopak ed-analyza by si méla polozit otazku, zda nékteré jeji postupy nepfi-
pominaji klopotnou praci, kterou by bylo nutno konat, kdybychom si pfi ttvahach
o Cislech redlnych zakézali myslet o ¢islech komplexnich. Lze ovSem namitat, ze pii-
klad komplexnich a redlnych ¢isel je pro ndmi probirany ptfipad nevhodny, dokonce
Ze je jim situace v matematické analyze tendencné zkreslovana.
teCnost; totiz ze vznik nestandardni analyzy umoznil jasné formulovat otazku, zda
ed-analyza dosdhla cile, ktery si pfedsevzala. To znamena, zda se jejim prostied-
nictvim vskutku podafilo eliminovat nekoneéné malé velic¢iny, aniz tim matematika
utrpéla néjakou vétsi Gjmu. Tuto otdzku lze napriklad formulovat tak, zda kaz-



dou vlastnost realnych funkci, v jejiz definici jsou kvantifikoviana pouze ¢isla realna
a Cisla nekonec¢né mald, l1ze ekvivalentné vyjadrit smysluplnou definici, v niz jsou
kvantifikovana jiz jen ¢isla redlna (tedy nikoliv jiz ¢isla nekoneéné mald).

V dodatku k této knize je uveden navod, podle néjz lze pomérné jednoduse
takto do ed-analyzy prekladat jisté pojmy a jistd tvrzeni, v jejichz formulacich
se vyskytuji nejvyse dvé stridajici se kvantifikace nekoneéné malych ¢isel. Toto
pravidlo vsak jiz nelze zdanlivé nasnadé jsoucim zpisobem zobecnit na pripad
vétsiho poctu stiidajicich se kvantifikaci nekonecéné malych ¢isel, coz dokéazal Karel
Cuda.

Tim je tedy vymezen okruh pojmu a tvrzeni infinitezimalniho kalkulu, které e4-
-analyza tak fikajic hravé zvladla. Patii mezi né pojem limity, spojitosti, derivace

vvvvv

vvvvv

vvvvvv

pretvareni infinitezimalniho kalkulu do ed-analyzy probihalo zprvu hladce, avSak
v uré¢itém okamziku bylo nutno vypoméahat si metodami funkcionalni analyzy, to-
pologie, slozitymi metodami moderni diferencidlni geometrie a podobné.

To ovSem nasvédCuje tomu, Ze ed-analyza muze dosahnout vytceného cile
jen s vydatnou pomoci teorie mnozin, spocivajici v jeji Siroké nabidce nej-
ruznéjsich mnozinovych struktur vhodné obalujicich ¢i doplnujicich obor real-
nych ¢isel a funkci. Neni bez zajimavosti, ze pfedev§im pro tuto c¢ast na problé-
mech matematické analyzy byli matematici po jistém zdrahani nuceni uznat teorii
mnozin za plnohodnotnou matematickou disciplinu; nic jiného jim totiz nezbyvalo.
Pfipustime-li vSak, aby si ed-analyza brala pfi dosahovani svého cile na pomoc
ruzné struktury nabizené teorii mnozin, pak ale pravé nestandardni modely teorie
mnozin predstavuji viibec nejvhodnéjsi mnozinovou strukturu, kterou miize teorie
mnozin k uvedenému ucelu ed-analyze nabidnout. Jinymi slovy, pravé vytvofreni
téchto modelt a s tim souvisejici vznik nestandardni analyzy je mozno povazovat
za konec¢né dosazeni cile ed-analyzy.

Naproti tomu povazujeme-li za nepfipustné, aby si ed-analyza brala pfi dosa-
hovani predsevzatého cile na pomoc teorii mnozin, pak jsme ovSem nuceni kon-
statovat, ze ed-analyza tohoto cile nedosahla. Nejen to, casto az fanatickym za-
tracovanim nekonec¢né malych veli¢in uzaviela matematice jednu ze slibnych cest
rozvoje. Totiz pfimé studium pojmd, v jejichz definicich se vyskytuje vétsi pocet
stiidajicich se kvantifikaci nekone¢né malych veli¢in, a vyhleddvani tomu odpovi-
dajicich pravidel kalkulaci. Nasledkem toho mnoho desetileti trvajici presvédcéeni
matematiki, Ze ed-analyza je plnohodnotnou nahrazkou infinitezimalniho kalkulu,
se fadi po bok nejvétsich omylt v myslenkovém vyvoji evropského lidstva.

Prvni ze shora uvedenych namitek proti nestandardni analyze je tedy mnohem
Cisté formalisty, uznavajici toliko syntaktickou stranku matematickych teorii, aniz
bychom si kladli otdzku, o ¢em pojednavaji. Takové rozhodnuti miize sice ucinit
kazdy sam za sebe, nelze ho vsak vnutit ostatnim matematiktim, natoz pak fyzikam
¢i jingym uzivatelim infinitezimélniho kalkulu. Pies veskerou snahu nékterych ma-
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tematikt zjednodusit vychozi predpoklady nestandardni analyzy, a tim ji pokud
mozno co nejvice zpristupnit, tato namitka trva. Samotna nestandardni analyza
neni schopna se s ni vyrovnat; brani ji v tom meze, v nichz je sevieno jeji pojeti.

Uvedena namitka mtze byt odstranéna jediné tehdy, bude-li rehabilitovan pti-
vodni infinitezimalni kalkul ve své nezkreslené podobé; tedy nikoliv jen techniky
kalkulaci s nekone¢né malymi veli¢inami, ale i ptivodni intuice potfebna k zachézeni
s témito veli¢inami. K tomu je ovSem nezbytné vyvést z nevédomi do védomi onen
podivny geometricky nazor tykajici se nekonecné malych veli¢in, jenz stal u zrodu
infiniteziméalniho kalkulu.

Jinymi slovy, je tieba jasné Tici, co jsou nekoneéné malé veliciny; ne ty, které
studuje nestandardni analyza, ale ty, s nimiz odvazné a pfitom bezpecné kalkulovali
Newton, Leibniz a nejeden pozdé€jsi matematik ¢i fyzik.

Pravé o takto pojatou rehabilitaci infinitezimalniho kalkulu v této knize jde.
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1. Rozepnuti antického geometrického svéta

V této knize o infinitezimalnim kalkulu jsou obsazeny jen zakladni poznatky z dife-
rencidlniho poétu redlnych funkci jedné proménné. Vsechny pojmy a vSechna tvr-
zeni zde uvedené jsou jednoduse prelozitelné do ed-analyzy, coz si ¢tenaf mize ovérit
v dodatku. Pocet vychozich principti omezen na nejnutnéjsi minimum, a to i za tu
cenu, Ze prijetim nékterych dalsich nazornych principti (poptipadé podrobnéjsim
rozvedenim principd jiz pfijatych) by bylo mozno leccos predvést jesté jednodussim
zpUisobem.

Abychom se nemuseli neustale odvolavat na predchéazejici knihy o nové infinitni
matematice, uvedeme z nich nyni znovu stru¢né jen to, co je pro tcely této tieti
knihy dostatecné.

1.1 Anticky a klasicky geometricky svét

Do geometrického svéta nendlezeji jen geometrické objekty, ale téz vse, co se na
nich ukazuje. Spolu s tise¢kami tam tedy nalezeji i jejich délky, coz ndm umoziiuje
zahrnout do tohoto svéta i redlna ¢isla a nasledné i nejriznéjsi vztahy mezi nimi,
tedy jmenovité realné funkce, posloupnosti ¢isel ¢i funkci a podobné.

O nazorném antickém geometrickém svété jsme pojednavali v Prolegomenech!
k nové infinitni matematice. Pfipomenme, Ze jde o eukleidovsky geometricky svét
ohraniceny obzorem, ktery jsme nazvali obzorem geometrickym. Ttidu vSech pri-
rozenych c¢isel v ném lezicich oznacujeme FN.

V novovéku doslo k nendpadnému (le¢ mohutnému) rozepnuti antického geome-
trického svéta do absolutniho nekonec¢na. Pismeno N oznacuje t¥idu vSech pfiroze-
nych ¢isel lezicich v tomto klasickém geometrickém svété. (Protoze mnozina vSech
pfirozenych éisel neexistuje?, neni ani N mnozinou vsech p¥irozenych éisel. V této
¢tvrté knize o infinitni matematice nemusime tuto skute¢nost brat na védomi.)

Eukleidovské geometrické svéty mame ovSem dva: anticky a klasicky.
Abychom se mohli stru¢néji vyjadfovat, budeme anticky svét oznacovat pismenem
A a klasicky geometricky svét pismenem C. Zabyvame-li se jen jednim z nich, pak je
ovSem lhostejné, ktery z nich to je. Poznatky ziskané v jednom z nich se v takovém
ptipadé tykaji i druhého. Mizeme je vSak studovat oba soucCasné, a sice v tom
vztahu, do néjz jsou zasazeny. Tedy ve vztahu rozepnuti (expanze) A do C, nebot
klasicky geometricky svét vznikl rozepnutim nazorného antického geometrického
svéta.

Onu vnitfni nerozlisitelnost obou zmirovanych geometrickych svétti muzeme
zachytit nasledujicim zptsobem.

1Petr Vopénka (2015), Novd infinitni matematika, Prolegomena, kap. 1, s. 10.
2Viz Prolegomena, op. cit.
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1.2 Zakony expanze

Prvni zakon expanze. Je-li ¢ vlastnost objekti nalezejicich do A, ktera je
formulovana pouze prostfedky svéta A (tedy aniz bychom brali v tvahu existenci
svéta C), pak ¢ je téz vlastnost objektii nélezejicich do svéta C (tedy aniz bychom
brali v Givahu existenci svéta .4). Pfitom ve svété A existuje objekt majici vlastnost
1 praveé tehdy, kdyz objekt majici vlastnost ¢ existuje i ve svéte C.

Odtud okamzité plyne:

Tvrzeni 1.1. VSechny objekty svéta A maji vlastnost ¢ pravé tehdy, kdyz vSechny
objekty svéta C maji vlastnost 1.

Jakmile jsme do geometrického svéta zahrnuli téz cisla, pak ovsem takové ¢isla
jako 1, 2, 3, ..., nalezeji do A i do C. Nejinak je tomu napiiklad s odmocninami,
nebof redlné ¢islo, jehoz druhou mocninou je, dejme tomu, éislo 3, se zajisté nachazi
v obou téchto geometrickych svétech. A to se tyka vSech ndmi néjak uchopitelnych
realnych ¢isel, tedy vlastné vSech téch, kterd nélezeji do svéta A.

Ztotoznovani bod geometrického svéta s usporadanymi nticemi redlnych cisel
pak umoznuje takto vykladat netoliko realné ¢isla, ale viibec vSechny objekty na-
lezejici do A. Proto pfijmeme nésledujici zdkon, ktery zachycuje tuto domnélou
totoznost svétlt A a C, a kromé toho ndm znacéné zjednodusi vyjadfovani.

Druhy zakon expanze. Objekty naleZejici do A nélezeji téz do C (pii rozepnuti
A vstoupily do C) a maji ve svét& C tytéz vlastnosti a jsou v ném zasazeny do
tychz vzéajemnych vztaht (formulovanych pouze prostiedky svéta A, a tedy i pouze
prostiedky svéta C) jako ve svété A.

Objekty nélezejici do svéta A znacime stejné i ve svété C. Odtud plyne nésle-
dujici uzitecné pravidlo.
Pravidlo o definovanych objektech. Necht v je vlastnost objektt, kterd je
formulovéana pouze prostfedky svéta A (a tedy také jen prostfedky svéta C). Necht
ve svété C existuje pravé jeden objekt A, ktery ma vlastnost ¢. Potom objekt A
nalezi do svéta A a je jedinym objektem svéta A, ktery ma vlastnost .

Dikaz. Je tomu tak proto, ze podle Prvniho zdkona expanze existuje pravé jeden
objekt B ve svété A, ktery ma v tomto svété vlastnost . Podle Druhého zikona
expanze ma B vlastnost i téz ve svété C, a tedy je B = A. |

Je-liay, as, ..., a, posloupnost objektt nalezejicich do svéta A, ktera je v tomto
svété konecnd, pak to znamend, ze celd tato posloupnost je od prvniho az do po-
sledniho ¢lenu prehlédnutelnd, byt by to nékdy vyzadovalo tsili témér az nadlidské.

Podle Druhého zdkona expanze nélezi tato posloupnost {a1,as,...,a,}, stejné
jako kazdy jeji ¢len aq, asg, ..., a, , téZ do svéta C. Pritom ve svété C do ni zadny
novy clen nepfibude. Kdyby totiz ve svété C existoval ¢len x této posloupnosti
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1. Rozepnuti antického geometrického svéta

{a1,az2,...,a,} takovy, ze © # a1,¢ # az,...,x # ap, pak by podle Prvniho
zdkona expanze takovy jeji ¢len existoval i ve svété A, coZ je spor.

U nekonecénych posloupnosti je tomu ovSem jinak. Pritom klicovy je pfipad
posloupnosti FN. Pfi rozepnuti A do C se tato posloupnost FN prodlouzi do po-
sloupnosti N.

Tedy zfejmé FN je fez na tfidé N. Néasledkem toho se pfi rozepnuti A do C
podobnym zpusobem prodlouzi i kazda nekoneéné posloupnost nélezejici do \A.

1.3 Nekonecéné velka prirozena cisla

Ta pfirozend ¢isla ve svété C, kterd nalezeji do svéta A, to je prvky tiidy FN, se
nazyvaji koneéné velka prFirozena éisla.

Ta pfirozena ¢isla ve svété C, kterd do tiidy N ptibyla az po rozepnuti A do C,
se nazyvaji nekone¢né velka prirozena éisla. Ttidu vSech téchto ¢isel budeme
znacit IN. Tedy plati

IN =N\ FN.

Necht dale n € FN (popfipadé n € IN) oznacuje, Ze n je konecné velké (popii-
padé nekonecné velké) pfirozené éislo.

Ttidy FN, IN nelze vydélit z t¥idy (posloupnosti) N vnitinimi prostfedky
svéta C. Tyto t¥idy vlastné do svéta C (chdapaného samostatné) nenalezeji. Dostaly
se tam zvenci. Jsou z N vydélitelné teprve tehdy, kdyz méme moznost zaroven
porovnavat oba geometrické svéty A a C ve vztahu rozepnuti A do C.

Ztejmé plati nasledujici tvrzeni.

Tvrzeni 1.2.
(i) Je-li n € FN, m < n, pak je m € FN.

(ii) Je-li m € IN, m < n, pak je n € IN.

Ve svété A je tfida N tvofena pouze témi pfirozenymi Cisly, kterd jsou prvky
tFidy FN. Jinymi slovy: ve svété A je kazdé ptirozené ¢islo koneéné velké. Néasledkem
toho ve svété C plati nasledujici tvrzeni.

Tvrzeni 1.3. Jsou-li m,n € FN, pak je téz
m+ne€FN, n-meFN, m"eFN.
Tvrzeni 1.4. Je-li 0 # m € FN, n € IN, pak existuji k, | € N takova, ze
<k+1, kde k € IN,
m<n<(l+1)m, kde [ € IN, a tedy n —m € IN.

Pozndmka. Ackoliv ve svété C je t¥ida IN neprazdnou ¢ésti t¥idy (posloupnosti)
vSech prirozenych ¢isel, presto nema nejmensi prvek.
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1.4 Nekonecné velka a nekonecné mala realna ¢isla
Real oznacuje tiidu redlnych cisel ve svété A. Pii rozepnuti svéta A do svéta C se
tfida Real rozepne do tiidy redlnych cisel svéta C.

Rekneme, Ze realné ¢islo = néleZejici do C je nekoneéné velké, jestlize pro

kazdé n € FN je n < |z|.

Tvrzeni 1.5. Reélné ¢islo x nalezejici do C je nekonecné velké pravé tehdy, kdyz
existuje n € IN takové, Ze n < |z|.

Diikaz. Necht x je nekonecné velké. Bud n nejvétsi prirozené ¢islo takové, ze n < |z|.
Potom je n € IN, nebot kdyby bylo n € FN, bylo by

|z] <n+1€FN,
coz je spor. Obracend implikace plati trivialné. O

Rekneme, Ze redlné ¢islo x nalezejici do C je kone&né velké, jestlize neni ne-
konecné velké.
Ztejmé plati néasledujici tvrzeni.
Tvrzeni 1.6.
(i) Reélné ¢islo x ndlezejici do C je konecéné velké pravé tehdy, kdyZ pro kazdé
n € IN je |z| < n.
(ii) Realné ¢islo x nélezejici do C je konecné velké pravé tehdy, kdyz existuje
n € FN takové, ze |z| < n.
Rekneme, Ze realné ¢islo o nélezejici do C je nekoneéné malé, je-li bud = = 0,
nebo x # 0 a — nekonecné velké.
x
Ztejmé plati také nasledujici dvé tvrzeni.
Tvrzeni 1.7.
(i) Reélné ¢islo x nalezejici do C je nekoneéné malé pravé tehdy, jestlize pro
1
kazdé 0 £ n € FN je |z] < —.
n
(ii) Reéalné ¢islo x nélezejici do C je nekoneéné malé praveé tehdy, kdyz existuje
n € IN takové, ze |z| < —.
n
Tvrzeni 1.8.
(i) Kazdé redlné ¢islo nélezejici do A je kone¢né velké.
(ii) Zadné redlné &islo riizné od 0 nalezejici do A neni nekoneénd malé.
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1. Rozepnuti antického geometrického svéta

Tvrzeni 1.9. Jsou-li x, y redlna ¢isla nalezejici do C takova, Ze x - y je nekonecné
malé ¢&islo, pak bud z, nebo y je nekoneéné malé éislo.

1 1
Diikaz. Kdyby existovala m,n € FN takové, ze — < |z|, = < |y|, bylo by
m n

1
— <|z-y
mn
a podle tvrzeni 1.3 by z - y nebylo nekone¢né malé ¢islo. O

Tvrzeni 1.10. Soucin nekoneéné malého a konecné velkého realného ¢isla je ne-
kone¢né malé realné ¢islo.

Diikaz. Necht z, y jsou realnd cisla nalezejici do C, m € FN, n € IN takové, ze
ly| <m, |z| < % Potom je |z - y| < “*. Necht k je pfirozené ¢cislo takové, ze

k<l <k
m

1
Potom podle tvrzeni 1.4 je k € IN a |z - y| < n < T O
n

Tvrzeni 1.11. Soudet koneéné mnoha nekoneéné malych redlnych cisel je neko-
necné malé redlné cislo.

Diikaz. Necht 1, xs,...,2, jsou nekoneéné mald redlnd c¢isla nalezejici do C, n €
FN. PoloZzme
x = max{|z1],|z2], ..., |Tnl}.

Ziejmé x je nekonecné malé realné ¢islo, 0 < z. Pfitom plati
|71 + 22+ + xn| <] + |22 + 0+ 70| < N
coz je podle tvrzeni 1.10 nekonecné€ malé cislo. O

Tvrzeni 1.12. Nechf x je realné ¢islo nalezejici do C, m € FN. Necht ¢islo ™ je
nekonecné malé. Potom téz ¢islo x je nekonecné malé.

1
Diikaz. Necht n € FN je takové, ze — < |z|. Potom je
n

1
— < |z™|.
nm

Avsak podle 1.3 je n™ € FN, a tedy z" neni nekone¢né malé ¢islo, coz je spor. O
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1.5 Nekoneéna blizkost

Rekneme, Ze realna &isla x, y nalezejici do svéta C jsou nekoneéné blizka, oznaceni
T =y, jestlize ¢islo x — y je nekonecné malé.
Tvrzeni 1.13. Nechf z, y, z jsou redlné ¢isla nalezejici do C. Potom zfejmé plati:
(i) z ==.
(ii) Je-li x =y, pak je y = .
(iii) Je-lix =y, y =z, pak je z = z.
(iv) Je-li © = y, pak je-li z nekone¢né velké, je i y nekonecné velké; je-li =
konecné velké, je i y konecné velké; je-li x nekone¢né malé, je i y nekonecné
malé.

Tvrzeni 1.14. Nechf z, y, u, v jsou redlné ¢isla nalezejici do C takova, ze x =y
a u = v. Potom plati:
(i) z+u=y+v,z—u=y—o.
(ii) Jsou-li z, u konecéné velkd, pak je z-u =y - v.
(iii) Neni-li  nekone¢né malé, pak je — = —.
x
u o, v
(iv) Jsou-li z, u kone¢né velka a neni-li © nekoneéné malé, pak je — = —.
r oy
Diikaz. Piipad (i) je trividlnim ddsledkem tvrzeni 1.11. P¥ipad (iv) je dtisledkem
pripadu (ii) a (iii).
K dikazu (ii) si sta¢i uvédomit, ze
yo=@+y—2) (ut-u)=
—wut e (o) b (- o) + (- o) (0 —u),
pricemz podle tvrzeni 1.10 jsou posledni tii s¢itance nekoneéné mala cisla.
K dikazu pfipadu (iii) si sta¢i uvédomit, ze

11 y—z
r y  xT-y

—_— . .y_x
y—z = (z-y) "y

pricemz ¢islo x -y ve jmenovateli neni nekone¢né malé. Kdyby tento podil nebyl
nekonec¢né maly, bylo by nekonecné malé ¢islo y — x soucinem ¢isel, z nichz zadné
neni nekoneéné malé, coz je spor s tvrzenim 1.9. |

Tvrzeni 1.15. Jsou-li x, y ¢isla nélezejici do svéta A, pak
r =1y pravé tehdy, kdyz x =y.

Neboli zadné dvé rizné redlna ¢isla nalezejici do A nejsou nekoneéné blizka.
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1. Rozepnuti antického geometrického svéta

Diikaz. Cislo  — y nalezi do A a podle tvrzeni 1.8 je toto &islo nekoneéné malé
pravé tehdy, kdyz z — y = 0. O

Tvrzeni 1.16. Nechtf x, y jsou koneéné velkéd redlné ¢isla nélezejici do C, ktera
nejsou nekonecné blizka, x < y. Potom existuji redlna ¢isla r, s nalezejici do A
takova, ze plati

r<r<s<uy.

r+s
A také ovSem z < r < % < s < y a podobné.

Diikaz. Necht nejprve 0 < x < y. Budte m,n € FN takové, ze
1 1

;<§(y—x), y <m.

Bud & nejmensi pfirozené éislo takové, ze x < —. Potom je
n

k. k+1
< - <= <y<m,
n n
) DU ;e kb k+1
tedy k& < m - n, nasledkem cehoz je k € FN. To ale znamen4, Ze Cisla — a
n n

néalezeji do A.

Je-li x <y <0, pak je 0 < —y < —z, ¢imz je tento piipad pfeveden na piipad
predchazejici.

Necht z < 0 < y. Potom bud neni x = 0, nebo neni y = 0. Podle pfedchazejici
¢asti duikazu existuji redlnd cisla r a s nalezejici do A takova, ze

neni-i =0, je x<r<s<O0,
neni-li y=0, je 0<r<s<uy. O

1.6 Zakony zpétné projekce

Pokousime-li se dohlédnout az k néjakému geometrickému bodu X lezicimu ve svété
C, ale ne ve svété A (tedy aZ nékde za geometrickym obzorem), pak k tomuto bodu
nedohlédneme. N4§ pohled se zastavi na néjakém bodé Y lezicim ve svété A, jimz
je bod X zakryt. (Jinymi slovy: bod X lezZici v C se zpétné promitne do bodu Y').
Po rozepnuti eukleidovského svéta A4 do svéta C, kdy se bod Y propadne do svéta
C, jsou v tomto svété body X, Y nekonecné blizké.

Prevedeme-li tuto Gvahu do feci redlnych ¢isel, obdrzime nasledujici zakon:

Prvni zakon zpétné projekce. Pii zpétné projekci svéta C na svét A se kazdé
konecné velké realné cislo x nalezejici do C promitne na jemu nekoneéné blizké
realné ¢islo y nalezejici do A.

Protoze podle tvrzeni 1.15 zaddna dvé rizna realna ¢isla naleZejici do A nejsou
nekonecné blizka, plati nasledujici tvrzeni.
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Tvrzeni 1.17. Je-li x konecné velké redlné ¢islo nalezejici do C, pak existuje praveé
jedno realné ¢islo y nélezejici do A takové, Ze x = y.

Pozndmka. Zpétnou projekcei ¢isla € C do prostoru A z predchozi véty budeme
znadit Proj(z).

7 tvrzeni 1.14 bezprostfedné plyne nésledujici tvrzeni.
Tvrzeni 1.18. Necht z, y jsou kone¢né velkd redlnd ¢isla nalezejici do C. Potom
plati:
¢
(ii

(ii

) Proj(z +y) = Proj(z) + Proj(y).
) Proj(z — y) = Proj(z) — Proj(y).
) Proj(z ) = Proj(z) - Proj(y).
) Je-li Proj(y) # 0, pak je

(iv

Pro (5) = Fregey

Tvrzeni 1.19. Necht z, y jsou koneéné velka redlnd ¢isla z C, x < y. Potom je
Proj(z) < Proj(y),
pri¢emz rovnost nastane praveé tehdy, kdyz je x = y.
Diikaz. Podle tvrzeni 1.18 je Proj(y — ) = Proj(y) — Proj(x). Odtud plyne
x =y pravé tehdy, kdyz Proj(y —z) =0,

coz nastane pravé tehdy, kdyz Proj(z) = Proj(y).
Necht Proj(y — x) # 0. Potom Proj(y — «) < 0 by mélo za nasledek

(y — 2) — Proj(y — ) > | Proj(y — z)].
Protoze Proj(y — =) nélezi do A, nebyla by éisla (y — z) a Proj(y — ) nekoneéné
blizka. Je tedy
Proj(y —z) >0, atedy Proj(y)> Proj(z). O

Pokousime-li se dohlédnout na néjaké nekonecné velké redlné ¢islo nalezejici do
C, zastavi se nas pohled na jakémsi ubézniku, jenz se dodatecné objevil za vSemi
realnymi ¢isly nalezejicimi do A. To nés vede k pfijeti nasledujiciho zékona.

Druhy zakon zpétné projekce. Pii zpétné projekci C na A se kazdé kladné
(popfipadé zédporné) nekoneéné velké redlné ¢islo nalezejici do C promitne na navic
se objevivs] ¢islo ve svété A, které znacime oo (popfipadé —oo).

O ¢isla 0o, —0 je tedy rozsiten svét A. Pivodné do néj tato ¢isla nepatfila.
Objevila se v ném aZ po rozepnuti A do C. Jsou to tedy nevlastni realna éisla
nélezejici do A. (A podle Druhého zékona expanze vstoupila také do svéta C.)
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