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Predmluva

Toto je druhé vydani ucebniho textu k predmétu Nahodné procesy 2 pro posluchace
MFF UK, ktefi studuji magistersky studijni program Matematika ve studijnich oborech
Finanéni a pojistnd matematika a Pravdépodobnost, matematickd statistika a ekonome-
trie. Navazuje na ucebni texty Praskova, Z., Lachout, P.: Zdklady nahodnych procesu
(Karolinum, Praha 1998, 2001, 2005) a Praskova, Z., Lachout, P.: Zdklady ndhodnych
procesu I (Matfyzpress, Praha 2012) k prednasce Nahodné procesy 1.

Vyklad latky za¢ina opakovanim zakladnich vlastnosti nahodnych procesu z predchozi-
ho kursu, které dopliiuje o nové souvislosti, ddle vsak jiz pokracuje nezévisle a soustieduje
se na teorii stacionarnich procesu s diskrétnim i spojitym casem. Predpokladd pokrocilejsi
znalosti z teorie pravdépodobnosti (napf. z prednasky Pravdépodobnost 1) a také zakladn{
znalosti funkciondlni a komplexni analyzy a matematické statistiky (napf. Uvod do funk-
cionalni analyzy, Uvod do komplexni analyzy, Matematickd statistika 1).

Do tohoto vydani byly zahrnuty nékteré zkusenosti z vyuky, text byl ¢astecné modi-
fikovan a rozsiten. Kapitola 11 je zcela nova. Text byl rovnéz doplnén o dalsi literaturu.

autorka



Seznam pouzitych symbola

N mnozina prirozenych ¢isel

Ny mnozina nezapornych celych ¢isel

Y/ mnozina celych cisel

R mnozina realnych ¢isel

C mnozina komplexnich ¢isel

T sloupcovy vektor

A obecna matice

I jednotkova matice

-l norma prvku

B borelovska o—algebra

N(p, o?) normaln{ rozdéleni s parametry p, o2
X ~ N(p,0%) nahodna velicina s rozdélenim N (u, 0?)
{X,teT} proces nahodnych veli¢in

M{X;,t € T} linedrni obal procesu {X;,t € T'}
H{X;,t € T} Hilbertuv prostor vytvoreny ndhodnym procesem {X;,t € T'}

X1lY ortogonalni ndhodné veli¢iny

lim limes superior

- konvergence v pravdépodobnosti
D . . .

— konvergence v distribuci

l.im. konvergence podle kvadratického stiedu



Kapitola 1

Zakladni pojmy

1.1 Definice a zakladni charakteristiky nahodného
procesu

Definice 1.1. Necht (2,4, P) je pravdépodobnostni prostor, necht 7" C R a (S.,€)
je obecny meéfitelny prostor. Rodina ndhodnych velicin {X;, t € T} definovanych na
(2, A, P) s hodnotami v S se nazyva ndhodny proces.

V piipadé, ze T =7 = {0,£1,+2,...} nebo T C Z, mluvime o procesu s diskrétnim
¢asem nebo o ¢asové radé. Pokud T = [a,b], kde —oo < a < b < oo, fikdme, ze {X;, t €
T} je proces se spojitym ¢asem. Pokud S = R, fikdme, ze {X;, t € T'} je rediny ndhodny
Proces.

Definice 1.2. Dvojice (S,€), kde S je mnozina hodnot nahodnych velicin X; a & je
o—algebra podmnozin S, se nazyva stavovy prostor procesu {X;, t € T'}. Pokud ndhodné
veliciny X; nabyvaji pouze diskrétnich hodnot, fikame, Ze jde o proces s diskrétnimi stavy,
nabyvaji-li hodnot z néjakého intervalu, mluvime o procesu se spojitymi stavy.

Néhodny proces {X;,t € T} muzeme chapat jako funkci dvou proménnych w, ¢. Pro
pevné t € T je X; = X,(.) ndhodné veli¢ina definovana na (2; pro pevné w € {2 je
Xy = X()(w) funkei proménné ¢. Této funkei fikame trajektorie procesu {Xy, t € T'}.

Definice 1.3. Redlny stochasticky proces { Xy, t € T'} se nazyva méritelny, jestlize zobra-
zeni (w,t) — Xy(w) je A® Br—métitelné, kde Br je o—algebra borelovskych podmnozin
T a A® Br zna¢i soucinovou o—algebru.

Kazdé konetné podmnoziné {t,...,t,} C T lze pritadit systém ndhodnych veli¢in
Xy, .., Xy, , které maji sdruzené rozdéleni s distribuéni funkei

Ftl,...,tn('rh ... an) = P<Xt1 S L1y 7th S xn)

9
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Pron € Naty,... t, € T masystém distribu¢nich funkei {F}, ¢, (x1,...,2,)} nésledujici
vlastnosti: Pro libovolnou permutaci i1, ... 2, ¢isel 1,... n plati
Ei17"':tin (Q?il’ ... ,jSn) = Ft1,--~7tn (Z‘l, e ,l’n) (11)
a
im  Fy gt (T1, T @ng1) = Fiy g (21, -2, 20). (1.2)
Tn+41—00

Systém distribu¢nich funkci s uvedenymi vlastnostmi se nazyva konzistentni. Ke
kazdému nahodnému procesu existuje konzistentni systém distribu¢nich funkei. Naopak
plati

Véta 1.1 (Daniellova-Kolmogorovova). Necht {Fy, . . (x1,...,x,)} je konzistentni sys-
tém distribucnich funkci. Potom existuje nahodny proces { X, t € T'} takovy, Ze pro kazdé
n € N, libovolnd ty, ... t, € T a libovolna redlnd 1, . .. ,x, plati

P(th Sl’l,...7th an):Ftl ..... tn(.fl,...,xn).
Diikaz. Stépén (1987), véta 1.10.3. O

Definice 1.4. Komplexni ndhodnd velicina X se definuje jako X =Y +1iZ, kde YV a
Z jsou realné nahodné veliciny. Pokud existuji stredni hodnoty EY a EZ, definujeme
stfedni hodnotu komplexni ndhodné veliciny X jako EX = EY +iEZ. Existuji-li druhé
momenty nahodnych velicin Y a Z, definujeme rozptyl ndhodné veliciny X jako

var X = E(X — EX)(X — EX) = E|X — EX|?,

coz je vzdy nezaporné cislo.
Komplexni nahodny proces je definovan jako rodina komplexnich nahodnych veli¢in
na (£2,A, P).

Definice 1.5. Necht {X;, t € T'} je ndhodny proces takovy, ze pro kazdé t € T existuje
sttedni hodnota EX;. Potom funkce y; = EX; definovana na T" se nazyva stredni hodnota
procesu {X;, t € T'}. Proces, jehoz sttedni hodnota je identicky rovna nule, se nazyva
centrovany.

Jestlize {Xy, t € T} je proces s koneénymi druhymi momenty, tj. E|X;|* < oo pro
v8echna t € T', potom (obecné komplexni) funkce dvou proménnych definovand na T'x T’
piedpisem R(st) = B(X, — u,)(X; — [i,) se nazyva autokovariancéni funkce procesu
{X}, t € T}. Hodnota R(t,t) se nazyvé rozptyl procesu v ¢ase t.

Autokorelacni funkce procesu {X;, t € T'} s kladnymi rozptyly je definovana jako

‘ 2

r(s,t) = . stel.
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Definice 1.6. Nahodny proces {X;,t € T} se nazyva gaussovsky (normdilni), jsou-
li vSechna jeho konecnérozmérna rozdéleni normaélni, tj. jestlize pro kazdé n € N a
t1, ... tn € T mé vektor (Xy,,...,X;, ) n—rozmérné normdlni rozdéleni N, (m¢,Vy), kde
m; = (EX;,,....EX; ) a

varXy, cov(Xy,, Xy,) ... cov(Xy,Xy,)
V. — cov( Xy, Xy,) varXy, oo cov(Xy,,Xy,)
. =
COV(th,th) COV(th,Xt2> . VaI'th

1.1.1 Striktni a slaba stacionarita

Definice 1.7. Rekneme, Ze ndhodny proces {X,, t € T'} je striktné staciondrni, jestlize
pro libovolné n € N, pro libovolna redlna z, ...z, a pro libovolna t4,...,t, a h takova,
zety,e T ty+heT1<k<n,plati

Ftl,...,tn (‘rh cee 7In) = E1+h,...,tn+h('r17 SR an)-

Je-li proces {X;, t € T'} striktné stacionarni, pak vSechny nahodné veli¢ciny X; maji
stejné rozdéleni a zakladni charakteristiky (stfedni hodnota, rozptyl, kovariance, ...) se
neméni pii posunuti v case. Zavedeme jesté méné piisnou definici stacionarity.

Definice 1.8. Nahodny proces {X;, t € T'} s koneénymi druhymi momenty se nazyva
slabe stactondrni, ma-li konstantni sttedni hodnotu pu; = p pro vSsechna t € T a je-li
jeho autokovarianéni funkce R(s,t) funkei pouze s — t. Je-li splnéna pouze podminka na
autokovariancni funkci, mluvime o kovariancni stacionarité.

Poznamka 1.1. Autokovariancni funkci slabé stacionarnich procesu lze definovat jako
funkei jedné proménné vztahem R(t) := R(t,0), t € T; autokorela¢ni funkce je potom
déna predpisem 7(t) = R(t)/R(0).

Véta 1.2. Striktné staciondrni nahodny proces {X;, t € T} s koneéngmi druhgymi mo-
menty je i slabée stactondrni.

Diikaz. Je ziejmy, nebot ze striktni stacionarity plyne, ze ndhodné veliciny X; maji pro
vsechna t € T stejné rozdéleni a tedy stejnou konecnou stfedni hodnotu a podobné
nahodné veliciny X; a X, maji pro vSechna t € T a kazdé h takové, zet € Tit+h e T,
stejné sdruzené rozdéleni a tedy stejné kovariance. O

Opacné tvrzeni obecné neplati; napt. posloupnost {X;, t € Z} definované predpisem
Xy = (—1)'X, kde X je ndhodnd veli¢ina nabyvajici hodnoty —3 s pravdépodobnost 2
a hodnoty 2 s pravdépodobnosti 1, je slabé staciondrni, nebot EX; = 0, var X; = 02 =

2, R(s,t) = 0*(=1)"" = 0(—=1)*"", ale nenf striktné staciondrni. Plat{ vsak

Véta 1.3. Slabé staciondrni gaussovsky proces { Xy, t € T} je i strikiné staciondrni.
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Diikaz. Ze slabé stacionarity procesu { Xy, t € T'} plyne, ze pro kazdé n € N a libovolné
t1,...,tn, h maji ndhodné vektory (X,...,X:,) a (Xy4n, ..., X¢,+n) stejnou stiedni
hodnotu a stejnou (kone¢nou) varian¢éni matici. Protoze normalni rozdéleni je témito
charakteristikami urceno jednoznac¢né, musi mit tyto vektory stejné rozdéleni. O]

1.1.2 Vlastnosti autokovariancéni funkce
Uvedme nyni zékladni vlastnosti autokovarianéni funkce.

Véta 1.4. Necht {X;, t € T} je proces s koneénymi druhygmi momenty. Potom pro jeho
autokovariancéni funkci plati

R(t,t) >0,
|R(s,t)] < \/R(s,5)\/R(t,t).

Diikaz. Prvni vlastnost je vlastnost rozptylu. Druhd vlastnost plyne ze Schwarzovy ne-
rovnosti, nebot

[R(s,t)| = [B(X, — EX.)(X; — EX;)| < B|(X, - EX.)(X; — EX))|
< (E|X, — EX,)2 (E[X; — EX,[*)? = /R(5,5)V/R(t,1).

Poznamka 1.2. Pro slabé stacionarni proces je tedy R(0) > 0 a |R(t)| < R(0).

Definice 1.9. Necht f(s,t) je obecné komplexni funkce definovand na T'x T, T C R.
Rekneme, ze f je pozitivné semidefinitni, jestlize pro kazdé n € N, libovolna komplexni
¢isla ¢y, ... ,c, alibovolné body t4,....t, € T plati

DY ettt = 0. (1.3)

=1 k=1

Rikdme, ze komplexni funkce ¢ jedné proménné na 7T je pozitivné semidefinitni, jestlize
pro kazdé n € N, libovolna komplexni ¢isla cq,...,c, a libovolné body tq,...,t, € T,
takové ze t; — t; € T, plati

Z chag(tj — tk) Z 0. (14)

j=1 k=1

Definice 1.10. Rekneme, ze komplexni funkce f na T x T je hermitovsky symetrickd,
jestlize f(s,t) = f(t,s) pro vSechna s,t € T.
Komplexni funkce g jedné proménné se nazyva hermitovsky symetrickd, kdyz pro

vSechna t € T je g(—t) = g(t).
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Veéta 1.5. Pozitivné semidefinitni funkce je i hermitovsky symetrickd.

Diikaz. V definici 1.9 pro n = 1 staci zvolit ¢; = 1; pro n = 2 staci zvolit ¢y = 1,¢0 = 1

adale ¢; = 1,0 = i(= v/—1). O

Poznamka 1.3. Redlna funkce f dvou proménnych na 7" x T, ktera je pozitivné semi-
definitni, je symetrickd, tj. f(s,t) = f(t,s) pro vSechny body s,t € T. Pro redlnou funkci
g jedné proménné na T z pozitivni semidefinitnosti plyne g(t) = g(—t) pro kazdé ¢t € T.

Véta 1.6. Necht {X;,t € T} je proces s konecnymi druhgmi momenty. Potom jeho
autokovariancni funkce je pozitivné semidefinitni na T x T.

Diikaz. Bez ijmy na obecnosti predpokladejme, Ze proces je centrovany. Potom pro kazdé
prirozené c¢islo n, komplexni konstanty ¢y, ...,c, a body tq,...,t, € T plati
Z ¢j X,

=E ( chthZ L Xy, )
j=1 j=1 k=1
= Z Z Cj@E(Xt]-X_tk) = Z Z quR(tﬁtk)‘

J=1 k=1 J=1 k=1

n 2

0<E

]

Veéta 1.7. Ke kazdé pozitivné semidefinitni funkci R na T x T existuje ndahodny proces
{Xi,t € T} s konecnygmi druhymi momenty takovy, Ze R je jeho autokovariancéni funkci.

Diikaz. Vétu dokazeme pouze pro realnou funkci R. Dukaz pro obecnou pozitivné semi-
definitni funkci lze nalézt napt. v Loeve (1955), kap. X, odst. 34.

Z pozitivni semidefinitnosti funkce R plyne, ze pro kazdé n € N a libovolna redlna
¢isla t1,...,t, € T je matice

R(tit1) R(tita) ... R(ty,t,)
v. — | Bltat)) R(tata) ... R(taty)
¢ =
R(t,,t1) R(tn,ts) ... R(tn.tn)
pozitivné semidefinitni. Funkce ¢(u) = exp{—3u’Viu} pro u € R" je charakteris-
tickou funkef normélniho rozdéleni N, (0,Vy). Pro vsechna n € N a libovolnd redlna
¢isla tq,...,t, € T takto vytvorime systém charakteristickych funkci, jemuz odpovida

systém normélnich distribucnich funkci, ktery je konzistentni. Tudiz podle Daniellovy-
Kolmogorovovy véty existuje gaussovsky ndhodny proces, jehoz vSechny vzdjemné ko-
variance jsou urc¢eny hodnotami funkce R(s,t); funkce R je tedy jeho autokovarianéni
funkce. O
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Priklad 1.1. Zjistéte, zda funkce cost, t € T = (—00,00), je autokovariancéni funkce
néjakého ndhodného procesu.

Resenf: Staci ovéiit, ze funkce cost je pozitivné semidefinitni. Nechf je n € N,
c1,...,c, € Caty,... t, € R. Potom plati

Z Z cjcpcos(t; —ty) = Z Z cjc(cost; costy + sint; sinty)

j=1 k=1 j=1 k=1
= 5 cjcost;| + E cpsint| > 0.
j=1 k=1

Funkce cost je tedy pozitivné semidefinitni, a proto podle véty 1.7 existuje (gaus-
sovsky) nahodny proces { Xy, t € T'}, jehoz autokovarianéni funkce je R(s,t) = cos(s—t).

Veéta 1.8. Soucet dvou pozitivné semidefinitnich funkci je pozitivné semidefinitni funkce.

Diikaz. Tvrzeni plyne z definice pozitivné semidefinitni funkce, nebot jsou-li funkce f
a g pozitivné semidefinitni a h = f + ¢, plati pro kazdé n € N, komplexni konstanty
cpabody ty,...t, €T

Z Z ciCeh(t;ty) = Z Z ciCelf(ttr) + g(t;te)]

j=1 k=1 Jj=1 k=1
=D D eEnfltte) + ) D cergltyty) > 0.
J=1 k=1 J=1 k=1

[]

Véta 1.9. Soucet dvou autokovariancnich funkci je autokovariancni funkce néjakého
ndahodného procesu s konecnymi druhymi momenty.

Dukaz. Tvrzeni je jednoduchym dusledkem vét 1.6, 1.7 a 1.8.
[

Veéta 1.10. Redlnd cast autokovariancni funkce je také autokovariancni funkci. Ima-
gindrni cast je autokovariancni funkci jen tehdy, je-li identicky rovnd nule.

Dukaz. Bez ijmy na obecnosti dokazeme jen pro centrované procesy. Je-li X; =Y, +i7,
komplexni proces s nulovou stiedni hodnotou, pak EY; = EZ, = 0 a R(s,t) = EX, X, =
E(Ys+iZ)(Y,—iZ,) = EY,Y,+EZ,Z,+i(EZ,Y, — EY,Z,). Redlna ¢ést je autokovarianéni
funkci podle predchozi véty. Protoze pro s = t je imaginarni ¢ast nulova, plati i druhé
tvrzeni.

]
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1.2 Neékteré dulezité tridy nahodnych procesu

Stacionarni procesy tvoii velmi dulezitou tiidu nahodnych procestu. V néasledujicich ka-
pitolach se budeme zabyvat prevazné slabé staciondrnimi procesy. V tomto odstavci se
zminime jesté o dalsich vlastnostech a tiidach nahodnych procesu.

1.2.1 Markovovy procesy

Definice 1.11. Rekneme, ze proces {X;, t > 0} je Markowiv proces se stavovym pro-
storem (.S,€), jestlize pro libovolné ¢, ty,... t,, 0 <ty <t;--- <t,, plati

P(th § m‘th_l, . 7Xt0) = P(th S :L’|th_1) SJ (15)
pro kazdé x € R.

Vlastnost (1.5) se nazyva markovskd vlastnost. Jednoduchymi piipady jsou Mar-
kovovy procesy s diskrétnimi stavy, neboli Markovovy fetézce s diskrétnim a spojitym
casem, které jsou popsany napf. v Praskova a Lachout (2005) nebo v Praskové a Lachout
(2012).

Piiklad 1.2. Uvazujme Markovav fetézec {X;, ¢ > 0} s mnozinou stavi S = {0,1} a
spojitym ¢asem, jehoz pocédteéni rozdéleni je P(Xy = 0) = 1, P(Xo = 1) = 0, a jehoz

matice intenzit je
—a o«
a>0,0>0.

Zkoumejme stacionaritu tohoto procesu. Vime, ze vSsechna konectnérozmérna rozdéleni
daného tetézce jsou déana pocatecnim rozdélenim a soustavou matic pravdépodobnosti
prechodu P(t) = {p;;(t),i,j € S} pro vsechna ¢t > 0 (Préskova a Lachout, 2012, odst.
3.1). Matice P(t) jsou v tomto piipadé tvaru (viz Praskové a Lachout, 2012, priklad 3.4)

1 ﬁ + ae_(a+6)t o — Oée_(a+6)t
T at B \B-Be @Bt oy gelatdt |-

P(1)

Nyni mame vzhledem k pocatecnimu rozdéleni

P(X, =0) = poo(t) = ﬁ(ﬁ + ae” (@A),

coz zavisi na t, a podobné dostaneme P(X; = 1) = py1(t) = EX;. Proces tedy neni
striktné, ani slabé stacionarni.
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Pokud ale pocatecni rozdéleni je stacionarni rozdéleni daného Markovova Tetézce,
potom {X;, t > 0} je striktné staciondrni proces (véta 3.12 v Praskové a Lachout, 2012)

se stfedni hodnotou EX,; = QLJFB a autokovariancéni funkei
af
R(st) = ————¢ (@tAls=tl,
0= v op

Je tedy i slabé stacionérni.

1.2.2 Procesy s nezavislymi prirustky

Definice 1.12. Rekneme, 7e proces {X;, t € T}, kde T je interval, mé nezdvislé priristky,
jestlize pro kazdé tq,ty,...,t, € T s vlastnosti t; < ty--- < t, jsou nahodné velic¢iny
X, — Xy, oo, Xy, — Xy, nezavislé. Jestlize pro kazdé s,t € T, s < t, rozdéleni piirustku
X, — X, zavisi pouze na t — s, fekneme, ze proces { Xy, t € T'} ma staciondrni prirustky.

Procesem s nezavislymi a stacionarnimi prirustky je napt. Poissonuv proces s inten-
zitou \, coz je Markovuv tetézec {X;, t > 0} se spojitym casem takovy, ze Xo =0 s.j.
a pro t > 0 maji ndhodné veli¢ciny X; Poissonovo rozdéleni s parametrem At. Piirtustky
X; — X pro s < t maji Poissonovo rozdéleni s parametrem \(¢ — s). Podrobnéji je
Poissonuv proces popsan napt. v Praskova a Lachout (2012), odst. 3.4.

Jak muzeme snadno nahlédnout, rozdéleni prirustku X; — X, zavisi skuteéné jen na
t — s. Poissonuv proces ale neni stacionarni ani ve striktnim, ani v slabém smyslu.

Jiny dulezity proces s nezavislymi a stacionarnimi ptirustky je Wieneruv proces
(nékdy téz nazyvany proces Brownova pohybu). Je definovan jako gaussovsky nahodny
proces {W;,t > 0} s nésledujicimi vlastnostmi:

1. Wy =0s.j. a {Wt > 0} ma spojité trajektorie.

2. Pro libovolné casové okamziky 0 < t; < ty < --- < t,, jsou piirustky Wy, , W, —
Wy Wiy — Wiy, ..o, Wy, — Wy, | nezéavislé nahodné veliciny.

3. Pro libovolné ¢asové okamziky 0 < ¢t < s maji prirustky Ws—W; normalni rozdéleni
s nulovou stiedni hodnotou a rozptylem o%(s — t), kde o2 je kladné konstanta.
Specidlné, pro kazdé t > 0 je EW, = 0 a var W, = o*t.

Jak je vidét, ani Wienertuv proces neni stacionarni ve smyslu definic z odstavce 1.1.1.



17

1.2.3 Martingaly

Uvedeme jen zakladni definice.

Definice 1.13. Necht (£2,A, P) je pravdépodobnostni prostor, necht 7" C R,T # 0.
Necht pro kazdé ¢ € T je ddna o-algebra F; C A. Potom systém o-algeber {F;,t € T}
takovy, ze F, C F; pro kazdé s;t € T, s < t, se nazyva filtrace.

Definice 1.14. Necht {X,, t € T} je ndhodny proces definovany na (2,4, P) a necht
{Fi,t € T} je filtrace. Jestlize ndhodnd velicina X, je F;-métitelnd pro kazdé t € T,
fekneme, ze {X;, t € T'} je adaptovany na {Fi, t € T},

Definice 1.15. Necht {X;, t € T} je ndhodny proces adaptovany na filtraci {F;,t € T}
a E|X;| < oo pro vSechna t € T. Tento proces se nazyva martingal vzhledem k filtraci
{Fi,t € T}, jestlize E(Xy|Fs) = Xy s.j. pro kazdé s < t,s,t € T.

Poznamka 1.4. Jestlize F; = 0(X,, s < t) je o-algebra generovana ndhodnymi veli¢inami
procesu do ¢asu t, potom {F;,t € T'} se nazyva kanonickd nebo pfirozend filtrace. Po-
kud se hovoti jen o martingalu, vétsSinou jde o pravé o martingal vzhledem ke kanonické
filtraci. Teorii martingalii se zabyva napi. uéebnice Stépan (1987).

1.3 Cviceni a doplnky

Cviceni 1.1. Necht { X}, t € Z} je posloupnost nezavislych stejné rozdélenych ndhodnych
velicin. Dokazte, ze je striktné staciondrni. Je také slabé stacionarni?

Cviceni 1.2. Necht {X;, t € Z} je posloupnost nekorelovanych ndhodnych velicin s nu-
lovou stfedni hodnotou a koneé¢nym kladnym rozptylem. Dokazte, ze je slabé stacionarni.
Je také striktné stacionarni?

Cviéeni 1.3. Necht

X(]:O
Xt:}/i++}/lfa t:1a27"')

kde Y1,Y5, ... jsou nezavislé, stejné rozdélené nahodné veliciny s nulovou stfedni hodno-
tou a kone¢nym kladnym rozptylem. Dokazte, ze posloupnost {X;, t € Ny} je Markovuv
fetézec. Spoctéte autokovariancéni funkei této posloupnosti. Co lze tici o striktni, resp.
slabé stacionarité této nahodné posloupnosti ?
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Cviceni 1.4. Rozhodnéte o stacionarité posloupnosti { Xy, t € Z} definované pro kazdé
t predpisem
Xy = a+bY; + Yy,

kde a, b, ¢ jsou konstanty a Y; jsou nezavislé ndhodné veli¢iny s normovanym normalnim
rozdélenim.

Cviceni 1.5. Necht X, = a+bt+Y,, t € Z, kde Y}, t € Z jsou nezavislé stejné rozdélené
nahodné veli¢iny s nulovou stfedni hodnotou a konetnym kladnym rozptylem, a,b € R
jsou konstanty. Definujme nahodné veliciny V; predpisem

1 q
V2=2q+1ZXt+j-

J=—q

Spoctéte stiedni hodnotu a autokovarianéni funkei procesu {V;,t € Z}.

Cviceni 1.6. Uvazujme posloupnost ndhodnych velic¢in {Y;,t € Z}, kde Y; = cos(tX),
X je ndahodna veli¢ina s rovnomérnym rozdélenim na intervalu [0,7]. Spoctéte stfedni
hodnotu a autokovarianéni funkei posloupnosti {Y;,t € Z}.

Cviceni 1.7. Dokazte podrobnéji vétu 1.5.

Cviéeni 1.8. Necht R;, R, jsou autokovarianéni funkce slabé staciondrnich procesu a
a>0,b>0.Pak aR;+ bR, je opét autokovarianéni funkce néjakého slabé stacionarniho
procesu. Dokazte.

Cviceni 1.9. Necht {X;, t € T} a {Y;,t € T}, kde T = R nebo T' = Z, jsou vzdjemné
nekorelované slabé stacionarni procesy, tj. pro kazdé s,t € T jsou X, Y; nekorelované
ndhodné veliciny. Dokazte, ze potom také {Z;,t € T}, kde Z; = X; 4+ Y;, je slabé
stacionarni proces.

Cviceni 1.10. Necht {X;, t € T}, kde T'= R nebo T = Z, je gaussovsky staciondrni
proces s nulovou stredni hodnotou. Dokazte, ze potom také {V;,¢ € T}, kde Y; = X7, je
(slabé i striktné) stacionarni proces se stiedni hodnotou Ry (0) a autokovarianéni funkei
Ry (s,;t) = 2R% (s — t).

Ndvod: Uzijte vztahu pro momenty sdruzeného norméalniho rozdéleni s nulovou stredni
hodnotou:

E[X1 X, X3X,] = E[X; X,]E[X35X4] + E[X1 X3]E[XoX4] + E[X; X,]E[X,X5).

Cviceni 1.11. Spoctéte podrobné stredni hodnotu a autokovarianéni funkci z prikladu
1.2, kdyz pocéatecni rozdéleni Markovova fetézce je stacionarni.

Cviceni 1.12. Dokazte, ze autokovarianéni funkce Poissonova procesu s intenzitou A je
R(s,t) = Amin(s,t), s,t > 0.



19

Cviceni 1.13. Spoctéte autokovarianéni funkci Wienerova procesu a pro 0 < ¢ <
to -+ < t, urCete varianéni matici ndhodného vektoru (W;,,...,W; ).

Cviceni 1.14. Ornsteinuv-Uhlenbeckiv proces {Uy,t > 0} je transformace Wienerova

procesu
_at
U =e 2 explat}s a>0,1t>0,

kde W, je velicina Wienerova procesu v ¢ase 7, W, ~ N(0, 0?7). Dokazte, ze {Uy,t > 0}
je centrovany striktné stacionarni gaussovsky proces s autokovariancni funkci
R(st) = 0 exp {—% |t — s|} :
Cviceni 1.15. Rozhodnéte, zda funkce
R(t)=exp{A(e"—1)}, A>0, teR,
je autokovariancni funkce néjakého nahodného procesu.

Cviceni 1.16. Necht {X,,,n € N} je posloupnost nezavislych stejné rozdélenych ndhodnych
veli¢in s nulovou stfedni hodnotou. Oznac¢me S,, = >~;_; Xj. Potom {S,, n € N} tvori
martingal, tj. E(S,41]51,52,...,5,) = S, pro kazdé n € N. Dokazte.

Cviceni 1.17. Necht {X,, n € N} je posloupnost martingalovych diferenci, tj. pro
kazdé n € N je E|X,| < o0 a E(X,41|X1,Xs,...,X,) = 0. Potom X,, n € N, jsou
nekorelované nahodné veli¢iny. Dokazte, Ze posloupnost {S,,,n € N}, kde S, = "), X,
tvori martingal.
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