Marcus du Sautoy

HUDBA
PRVOCISEL

Dvé stoleti Riemannovy hypotézy







Marcus du Sautoy

HUDBA
PRVOCISEL

Dvé stoleti Riemannovy hypotézy

ARGO / DOKORAN



Marcus du Sautoy

HUDBA PRVOGISEL
Dvé stoleti Riemannovy hypotézy

Copyright © 2003 by Marcus du Sautoy
Translation © Lubos Pick, Mirko Rokyta, 2019

Vsechna prava vyhrazena. Zadna ¢ast této publikace
nesmi byt rozmnozovana a rozsifovana jakymkoli zplisobem

bez pfedchoziho pisemného svoleni nakladatele.

Druhé vydani v ¢eském jazyce (prvni elektronické).

Z anglického originalu The Music of the Primes. Searching to Solve

the Greatest Mystery in Mathematics prelozili Lubo$ Pick a Mirko Rokyta.
Graficka uprava Vladimir Fara, sazba Karel Horak.

Obalka Michal Puhac podle navrhu Pavla Ruta.

Odpovédny redaktor Zdenék Karnik.

Redakce Marie Cerna.

Vydalo v roce 2020 nakladatelstvi Dokofan, s. 1. 0.,

Holeckova 9, Praha 5, dokoran@dokoran.cz, www.dokoran.cz,

jako svou 1036. publikaci (317. elektronicka).

ISBN 978-80-7363-976-1



Vénovano pamatce
Yonathana du Sautoye,
21. fijna 2000






0BSAH

Kapitola 1. Chcete byt milionafem? 11

Kapitola 2. Atomy aritmetiky 30

Honba za strukturami 36
Dikaz, pilif matematiky 40
Eukleidovy baje 47
Na lovu prvocisel 51
Euler, matematicky orel 54
Gausstuv odhad 59

Kapitola 3. Riemannovo imaginarni matematické zrcadlo 72

Komplexni ¢isla - nova matematicka vize 80
Svét za zrcadlem 85
Funkce zeta - dialog mezi hudbou a matematikou 90
Recka legenda o prvocislech v novém havu 94

Kapitola 4. Riemannova hypotéza: od nesourodych
prvocisel k ukaznénym kofentim 98
Prvocisla a kofeny 103
Hudba prvocisel 108
Riemannova hypotéza - fad vychazejici z chaosu 112



Kapitola 5. Matematicka Stafeta: uvedeni
Riemannovy revoluce do Zivota 117

Hilbert, krysaf matematiky 122
Landau, mistr potizist 132
Hardy, estét matematiky 135
Littlewood, matematicky sttelec 140

Kapitola 6. Ramanujan, matematicky mystik 149
Cambridgesky stet kultur 158

Kapitola 7. Matematicky exodus: z Gottingenu
do Princetonu 166

Riemann znovu a jinak 168
Selberg, osamély Viking 175
Erdds, kouzelnik z Budapesti 181
Uspotadané kotfeny a nahodila prvocisla 185
Matematicka polemika 187

Kapitola 8. Myslenkové pocitace 194

Godel a omezené moznosti matematiky 197
Turingliv zazrac¢ny myslenkovy stroj 202
Kladky, tahla a ptevody 208
Od chaosu a nejistoty k prvociselné rovnici 214

Kapitola 9. Fra pocitacit: od téch myslenkovych az
k desktopiim 226

Je pocita¢ hrobnikem matematiky? 232
Zagier, matematicky musketyr 236
Odlyzko, mistr vypoctd z New Jersey 242

Kapitola 10. Rozkladani ¢isel a lusténi sifer 247
Zrozeni internetové kryptografie 248



Kapitola 11.

Kapitola 12.

RSA, trojice z MIT

Kryptograficky karetni trik

Hozena rukavice jménem RSA 129
Nova esa v rukavu

Pstrosi taktika

Na lovu velkych prvocisel

Budoucnost je nejen svétla, je i elipticka
Svéraz chaldejské poezie

Od uspotadani kofent ke kvantovému chaosu 281
Dyson, zabi kral fyzikalnich véd

Kvantové bubny

Fascinujicl rytmus

Kouzla matematiky

Kvantovy biliar

42 - odpovéd na zakladni otazku Zivota, vesmiru

a viubec

Riemannova zavére¢na uklona

Chybgjici dilek skladacky 318
Znalec mnoha jazyka

Nova francouzska revoluce

O Zertu, ktery vse ukoncil

Podékovani 348
Literatura 351
Zdroje ilustraci 357
Rejstiik 358

251
256
260
262
265
269
271
275

289
292
295
299
304

310
316

319
330
337






KAPITOLA PRVNI

CHCETE BYT MILIONAREM?

»A vime vilbec, co je to za posloupnost? Pockejte, na to snad pijdeme i bez papiru, tak
jak to je, ... padesdt devét, Sedesat jedna, Sedesdt sedm, sedmdesdt jedna... a nejsou to
ndahodou vsechna prvocisla?“ Velinem probéhlo vzrusené zaSumeni. I Elliina vlastni
tvar v nestrezené chvilce progradila hluboké vzruseni, rychle ale nasadila kamenny
vyraz, aby nevypadala jako nékdo, kdo se snadno nechd unést, coz by mohlo ptisobit
posetile a nevédecky.

Carl Sagan, Kontakt

Jednoho dusného srpnového rana roku 1900 naslouchal pfeplnény sal pariz-
ské Sorbonny pfednasce Davida Hilberta z univerzity v Gottingenu. Konala
se zde pravé vyznamna akce, slavny Mezinarodni kongres matematikt. Hil-
bert, pokladany za jednoho z nejvétsich matematika své doby, si pro tuto
prileZitost pfipravil neobvykle odvaznou pfednasku. Na rozdil od jinych
nemluvil o svych vysledcich. Misto toho se rozhovotil o tom, co znamo neni.
To bylo proti vSem zavedenym zvyklostem a posluchaci si nemohli nepo-
vsimnout jisté nervozity v jeho hlase, kdyz ptedlozil svou vizi perspektivy
matematiky. ,Kdo z nas by nechtél poodhalit zavoj, za kterym se skryva nase
budoucnost, popatfit na dalsi pokroky nasi védy a na jeji vyvoj v nadchazeji-
cim stoleti?* Hilbert nové stoleti uvital jako pravy zvéstovatel budoucnosti
a svému publiku predlozil neslychanou vyzvu sestavajici ze seznamu tfia-
dvaceti nevyfesenych problémt. Ty podle néj mély nasmérovat matematicky
vyzkum 20. stoleti.

Mnoho problémi z Hilbertova seznamu bylo vyfeseno béhem nasleduji-
cich desetileti. Jejich pfemozitelé tvoti proslulou skupinu matematikt zvanou
,cestna jednotka®. Patfi do ni napfiklad Kurt Godel nebo Henri Poincaré
a mnoho dalsich prikopnikd matematiky, jejichZ napady pomohly zménit
matematickou krajinu k nepoznani. Jeden z Hilbertovych problémt, na se-
znamu uvedeny jako osmy, ovSem hned od zacatku sliboval, Ze by mohl
20. stoleti pteZit a nenalézt pfitom svého premoZitele. Rikd se mu ,Rieman-
nova hypotéza“.
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1. CHCETE BYT MILIONAREM?

Z vyzev, které Hilbert matematikiim ptredlozil, zastavala ta osma v jeho
srdci vysadni misto. Existuje stara némecka baje vypravéjici o Friedrichu Bar-
barossovi. Tento lidem milovany némecky cisai zahynul béhem treti kiizové
vypravy. Legenda ovSem pravi, Ze Barbarossa je stéle Ziv a pouze upadl do
spanku kdesi v jeskyni v Kyfthauserskych horach. Probudi se tehdy, az jej
bude jeho Némecko zase potfebovat. Rika se, Ze se kdosi Hilberta zeptal:
,Kdybyste mél podobné jako Barbarossa obzZivnout po péti stech letech, co
byste délal? Hilbert odpovédél: ,Zeptal bych se, jestli uz nékdo dokazal
Riemannovu hypotézu.”

Jak se tak 20. stoleti chylilo ke konci, vétsina matematikt se pomalu smito-
vala s tim, Ze tento klenot mezi Hilbertovymi problémy nejen pravdépodobné
prezije stoleti, ale nejspis opravdu zlstane nevyfeSen jesté i po dalsich ctyfi
sta let, nez se Hilbert probudi. Hilbert uspésné Sokoval ucastniky prvniho ma-
tematického kongresu 20. stoleti pfednaskou o tom, co nevime. Na tcastniky
posledniho kongresu stoleti ale také cekalo prekvapeni.

Dne 7. dubna 1997 se na pocitacovych obrazovkach po celém matematic-
kém svété rozzatila velmi neobvykla zprava. Na webové strance nadchazeji-
ciho kongresu matematikd, ktery se mél konat nasledujiciho roku v Berling,
se objevilo oznameni, Ze svaty gral matematiky byl nalezen. Riemannova
hypotéza byla dokazana. Nasledky takové zpravy by byly vskutku nedozirné.
Riemannova hypotéza je ustfednim problémem veskeré matematiky. Kdyz si
matematici Cetli toho dne elektronickou postu, zazili mimofadné vzruseni
pfi pfedstavé, ze se mozna dozili vyfeSeni jedné z nejvétsich matematickych
zahad vSech dob.

Oznameni pfisSlo od Enrica Bombieriho. TéZzko nalézt lepsi a daveéry-
hodngjsi zdroj. Bombieri patfil po celou dobu ke stéZejnim opatrovnikiim
Riemannovy hypotézy, a navic byl profesorem v nesmirné prestiznim Ustavu
pokrocilych studii v Princetonu, kde kdysi pracovali Einstein a Godel. Vétsi-
nou toho moc nenamluvil, nicméné matematici vzdy velmi peclivé naslou-
chali tomu, co fika.

Bombieri se narodil v Italii, kde diky prosperujicim rodinnym vinohradtm
ziskal vSeobecné znamenity vkus a cit pro to, co je v Zivoté dobré. Kolegové
jej laskyplné nazyvaji ,matematickym aristokratem“. BEhem svého mladi
patfil k nejstylovéjsim tucastnikiim evropskych konferenci. Obcas se objevil
v néjakém paradnim sportaku. Sam velmi ochotné Zivil historky o tom, Ze
kdysi skoncil Sesty v jistém Ctyfiadvacetihodinovém italském automobilovém
zavodé. Jeho tuspéchy na poli matematiky byly ovSem hmatatelnéjsi a vedly
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k tomu, Ze byl v roce 1970 pozvan do Princetonu. Tam jiz od té doby zfistal.
Svou vasen pro rallye pozdéji vymeénil za malovani, zejména portrétt.

Jeho hlavni oblasti zajmu je ale matematickd umeélecka tvofivost, a hlavné
vyzva skryvajici se v Riemannové hypotéze. Riemannovou hypotézou byl
Bombieri posedly od svych patnacti let, kdy si o ni jakozto pfedc¢asné vyspély
mladik poprvé néco ptecetl. Vlastnosti Cisel jej fascinovaly odjakziva, uz
jako maly si o nich cetl v matematickych knihach, kterych jeho otec ekonom
vlastnil tctyhodnou sbirku. Zjistil, Ze Riemannova hypotéza je povazovana za
nejhlubsi a nejdilezitéjsi problém teorie ¢isel. Mladikova vasen pro problém
jesté vzrostla, kdyz mu za jeho pfipadné vyfeseni otec pfislibil Ferrari, coz
byl zoufaly pokus pfimét syna, aby prestal huntovat jeho vlastni model.

Podle e-mailu se zdalo, Ze se Bombieri vytouzené odmény nedocka. ,Pred-
nasky Alaina Connese v Princetonu nabraly minuly tyden fantasticky smeér,”
zacal Bombieri svijj e-mail. Sedm let pfedtim rozrusila matematicky svét zvést,
ze Alain Connes obratil svou pozornost k pokusu o zdolani Riemannovy
hypotézy. Connes patfil k revolucionaiim oboru. Je-li Bombieri Ludvikem
Sestnactym, pak Connes je bezesporu Robespierrem této oblasti matematiky.
Je to kromobycejné charismaticky clovék, jehoz vybusny styl se ani v nej-
mensim nepfiblizuje vZité pfedstavé matematika coby jakéhosi neobratného
suchara. M4 zapal fanatika presvédceného o své vizi svéta a jeho pfednasky
maji hypnoticky tcinek. Pro své nasledovniky je postavou téméf kultovnich
rozmérl. A ti jej ptijdou velice ochotné branit na barikady proti jakémukoli
protiutoku starych struktur reprezentujicich néjaky ten ancien régime.

Connes je zaméstnan v Institut des hautes études scientifiques v Pafizi,
coz je jakasi francouzska obdoba Princetonu. Hned od svého pfichodu do
této instituce v roce 1979 vytvotil zcela novy jazyk pro popis své vlastni no-
vatorské vize geometrie. Je to matematik, ktery se neboji dotahnout predmét
svého vyzkumu az do té nejextrémnéjsi formy abstrakce. Dokonce i vétSina
matematik(i uvyklych hluboce koncepénim pristuptim jejich vlastniho pred-
métu studia ke svétu trochu ucukla pred abstraktni revoluci, kterou Connes
razil. Tém, kdo tvrdili, Ze tak drsné teorie neni zapotiebi, nicméné ukazal,
ze jeho novy geometricky jazyk zahrnuje mnoho voditek ke svétu kvantové
fyziky. Jestlize véc zptisobi masové zdéseni mezi matematiky, pak necht se
tak stane.

Connesova troufala vira, ze by jeho nova geometrie mohla poodhalit nejen
rousku svéta kvantové fyziky, ale dokonce snad i vysvétlit Riemannovu hypo-
tézu, tedy nejveétsi ciselnou zahadu vsech dob, se setkala s prekvapenim,
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Obr. 1: Alain Connes, profesor v Institut des hautes études scientifiques a na
Collége de France.

a dokonce Sokem. To, zZe si dovolil proniknout do hajemstvi teorie cisel
a utkat se zde tvafi v tvaf s nejtézsim problémem matematiky, odrazelo pro
néj zcela typické ignorovani veskerych myslitelnych hranic. Hned od jeho
prichodu na scénu v poloviné 90. let 20. stoleti panoval obecny nazor, ze
jestli ma nékdo na to, aby tuto notoricky znamou bastu dobyl, pak je to pravé
Alain Connes.

Ale tim, kdo mél najit posledni chybéjici kousek mozaiky, nebyl Connes.
Bombieri pokracoval, ze jisty mlady fyzik sedici v obecenstvu na Connesové
prednasce dostal z¢istajasna napad, jak vyuzit svlij bizarni svét supersymet-
rickych fermionicko-bosonickych systémii ke zdolani Riemannovy hypotézy.
VétsSina matematikd neméla tuseni, co tato smésice nesmyslnych vyrazii zna-
mena. Bombieri proto pfipojil vysvétleni, ze tato slivka popisuji ,fyziku
tykajici se skupiny ¢astic zvanych anyony a morony s opaénymi spiny za
teploty blizké absolutni nule“. To potad jesté znélo dost silené, na druhé
strané ale mélo jit o popis feSeni nejtézsiho problému historie matemati-
ky, takze malokdo by mohl ocekavat jednoduchy vyklad. Podle Bombieriho
zminény mlady fyzik po Sesti dnech nepfetrzité usilovné prace s pomoci no-

vého programovaciho jazyka MISPAR nakonec nejtézsi matematicky problém
vyFesil.
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Bombieri zakoncil svij e-mail zvolanim: ,To je bomba! Prosim, Sifte tuto
zpravu nejvice, jak to ptjde.” Prestoze to znélo zvlastng, Ze by mél zrovna
néjaky mlady fyzik dokazat Riemannovu hypotézu, nebylo to zcela nemys-
litelné. Béhem nékolika poslednich desetileti byla velka ¢ast matematiky
hluboce provazana s fyzikou. Riemannova hypotéza je sice problém z teorie
Cisel, behem poslednich let ale nékolikrat vypluly na povrch jeho necekané
souvislosti s problémy ¢asticové fyziky.

Mnozi matematici zménili své pavodné zamyslené cestovni plany a misto
toho vytahli do Princetonu, aby byli u toho. Vzpominka na vzruseni, které
zavladlo pred par lety, kdyz v ¢ervnu 1993 britsky matematik Andrew Wiles
béhem své prednasky v Cambridgi oznamil, Ze dokazal velkou Fermatovu
vétu, byla jesté Cerstva. Wiles prokazal, Ze se Fermat nemylil, kdyz tvrdil, ze
rovnice x" +y" = 2" nema celoCiselna feSeni, jestlize je Cislo n vétsinez 2. Kdyz
na konci pfednasky Wiles polozil kfidu, zacaly létat zatky od Sampanského
a fotoaparaty zacaly blyskat.

Matematici ovSem dobte védéli, Ze pfipadny ditkaz Riemannovy hypotézy
by mél pro budoucnost matematiky podstatné vétsi vyznam nez potvrzeni
toho, Ze Fermatova rovnice nema feSeni. Jak Bombieri zjistil jiz v utlém
veéku patnacti let, Riemannova hypotéza mifi k porozuméni nejzakladnéjsim
prvkim matematiky, tedy prvocislam.

Prvodisla jsou jakymisi atomy aritmetiky. Jsou to ta Cisla, ktera nelze za-
psat ve formé soucinu dvou mensich ¢isel. Cisla 13 nebo 17 jsou prvocisly,
zatimco 15 nikoli, nebot je lze zapsat ve formé soucinu 3 x 5. Prvocisla jsou
klenoty rozeseté po nekonecném ciselném vesmiru a matematici je vzyvaji
po staleti. Pro matematiky ptedstavuji néco jako div svéta: 2, 3,5, 7, 11, 13,
17,19, 23, ... - ¢isla pokracujici bez konce, ktera existuji kdesi v néjakém
zvlastnim svété mimo nasi fyzickou realitu. Jsou cosi jako dar matky Pfirody
matematiktm.

Jejich vyznam pro matematiku vyvéra z toho, Ze jsou to stavebni kameny,
s jejichZz pomoci je mozné zkonstruovat vsechna ostatni cela ¢isla. Kazdé
Cislo, které neni prvocislem, je mozné ziskat pomoci vynasobeni vhodnych
prvociselnych kament. Kazdou molekulu ve fyzickém svété je mozné sestavit
z atomt prvkl periodické tabulky chemickych prvkd. Seznam prvocisel
je takovou tabulkou pro matematiku. Prvocisla 2, 3 a 5 predstavuji vodik,
helium a lithium v matematikové laboratofi. KdyZz matematik zvladne tyto
zakladni kameny, dava mu to nadéji, ze jednou objevi nové zplisoby, jak
vytycit cestu skrz neprostupnou dzungli matematického svéta.
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1. CHCETE BYT MILIONAREM?

Navzdory jejich zdanlivé jednoduchosti a fundamentalnimu charakteru
si prvocisla zaroven drzi prestizni misto nejzahadnéjsich objektd, jakymi
se kdy néjaky matematik zabyval. V matematice, tedy pfedmétu zasvéce-
ném hledani fadu a schémattim, pfedstavuji prvocisla nejzakladnéjsi vyzvu.
Letmy pohled na jejich seznam ukazuje, Ze je nemozné predpovédét, kdy se
objevi to nasledujici. Jejich vyskyt se zda byt zcela ndhodny a chaoticky a ne-
nabizi Zadna voditka, jak urcit pfisti prvocislo. Seznam prvocisel je tepem
matematiky, jeho pulz je vsak fizen vpravdé silnym kofeinovym koktejlem
(obrazek 2).

Dokazeme nalézt néjaky magicky vzorec nebo ptedpis, jenz by generoval
Cisla na tomto seznamu, néjaké kouzelné pravidlo, které by nam ukazalo,
kde se nachazi sté prvocislo? Tato otazka posedla mysli matematik vSech
vekl. Navzdory namaze vynakladané nepfetrZité po vice nez dva tisice let se
zda, Ze prvocisla stale vzdoruji viem pokustim o zafazeni do néjaké jasné
definované struktury. Generace matematikt sedély a naslouchaly prvocisel-
nému bubinku, jenz vytleskaval posloupnosti ¢isel: dva tdery, pak tfi, pét,
sedm, jedenact. Naslouchame rytmu a stale vice jsme pfesvédceni o tom, Ze
se v jeho pozadi nenachazi zadna vnitini logika, jen jakysi nahodny bily Sum.
V samém srdci matematiky, pfedmétu zasvéceného hledani fadu, neslysi
matematici nic jiného nez chaoticky hluk.

Matematici se ovsem nehodlaji smifit s tim, Ze by se pro tento jev nenaslo
néjaké vysvétleni. Prvocisla si vyvolila sama pfiroda. Kdyby v matematice
neexistovala néjaka struktura, néjaké nadherné jednoduché schéma, pak by
ji vlibec nestalo za to studovat. Naslouchani bilému sumu lze jen stézi pova-
Zovat za obzvlasté uzasnou zabavu. Matematik Henri Poincaré napsal: ,Védci
nestuduji pfirodu proto, Ze je uzite¢na. Studuji ji proto, Ze v ni shledavaji
potéseni. A potéseni v ni shledavaji proto, zZe je nadherna. Kdyby ptiroda
nebyla nadhernad, nestéla by za to, abychom ji poznavali. A kdyby ptiroda
nestala za poznani, zivot by nestal za to, abychom jej zili.“

Clovék by si mohl myslet, Ze se prvociselny tep po nervoznim zacatku po
néjaké dobé usadi. Avsak neni tomu tak. Naopak, zda se, Ze jak pocitame dal
a dal, véci se zhorsuji. Podivejme se na seznam prvocisel obsazenych ve stov-

W9 1 O P O 9 YO O P Y OV Y OV v P

23 57 1113 1719 23 2031 37 4143 47 53 5961 67 7173 79 83 89 97

Obr.2: Prvocisla v prvni stovce Cisel - nepravidelny tep matematiky.
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ce po sobé jdoucich pfirozenych ¢isel vlevo a vpravo od ¢isla 10000 000.
Nejprve vlevo, tedy pod hodnotou 10000 000:

9999901, 9999907, 9999929, 9999931, 9999 937,
9999943, 9999971, 9999973, 9999 991.

Ve stovce lezici napravo od hodnoty 10000 000 vsak najdeme pouze dvé:
10000019, 10000 079.

Je opravdu tézké uhodnout vzorec, ktery by takové chovani fidil. Uvedené
procesi prvocisel mnohem vice pfipomind nahodny vybér nez néjakou
ukaznénou strukturu. Podobné jako nam znalost vysledkt 99 hod minci
nikterak nepomtize uhodnout, jak dopadne sty hod. Uplné stejné zdanlivé
vzdoruji jakémukoli pfedvidani i prvocisla.

Prvocisla pfedstavuji pro matematiky staly zdroj stresu a napéti, a to jeden
z nejpozoruhodnéjsich svého druhu. Na jedné strané je jasné, Ze kazdé cislo
je bud prvocislem, nebo neni. Pokud je ¢islo prvocislem, Zadnym kouzlem
nelze zpusobit, aby se nahle stalo délitelnym néjakym mensim cislem. Na
druhé strané ale nelze popfit, Ze seznam prvocisel vypada jako zcela nahodné
vybrana posloupnost. Fyzikové se smifili s faktem, ze o osudu vesmiru roz-
hoduje hod kvantovou kostkou, ktera pfi kazdém vrhu nahodné urci, kde
maji védci hledat hmotu. Ovsem ptredstava, Ze nejzakladnéjsi posloupnost
Cisel, na niz je postavena veskera matematika, urcuje pfiroda néjakym nahod-
nym hazenim minci, pfece jen vzbuzuje jisté rozpaky. Nahoda a chaos jsou
u matematika v klatbé.

Navzdory svému nahodnému vyskytu ale prvocisla vykazuji jistou nad-
Casovost a univerzalnost, a to vice nez jakykoli jiny objekt potulujici se po
matematické krajiné. Prvocisla by zde byla bez ohledu na aroven naseho
vyvoje, tedy i tehdy, kdybychom je nebyli schopni rozpoznat. Jak napsal
cambridgesky matematik G.H. Hardy ve své knize Obrana matematikova,
,Cislo 317 je prvocislem nikoli proto, Ze si to my myslime, nebo snad pro-
to, Ze nase mysl pracuje tim ¢i onim zplisobem, nybrz proto, Ze tomu tak je,
prosté proto, ze takova je matematicka realita“.

Néktefi filozofové by se nad timto platonskym ptistupem ke svétu asi
zamysleli a mozna by bezmeznou viru v existenci néjaké reality mimo exis-
tenci lidskou i rozporovali, podle mne z nich ale pravé tento fakt déla
filozofy, a nikoli matematiky. Existuje zaznam fascinujictho dialogu mezi
Alainem Connesem, tedy matematikem, o némz se zminuje Bombieriho
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zprava, a neurologem Jeanem-Pierrem Changeuxem v knize Rozhovory o mys-
li, hmoté a matematice. Napéti je v této knize pfimo hmatatelné. Matematik
haji existenci matematiky mimo nasi mysl, zatimco neurolog je pevné od-
hodlan jakoukoli podobnou ideu popfit. ,,Jak to tedy, Ze nevidime zlatym
pismem vyvedeny napis ,m = 3,14159... na obloze? Pro¢ se neobjevuje vyraz
6,02 x 102> v odrazu kiistalové koule?“ Changeux vyjadfuje svou nezmér-
nou frustraci, kdyz Connes trva na svém, Ze ,existuje, a to nezavisle na lidské
mysli, ryzi a neménna matematicka realita“ a Ze nékde v srdci tohoto svéta lezi
pevné dany soupis prvocisel. Matematika, pravi Connes, ,je bezesporu jedi-
nym vpravdé univerzdlnim jazykem®. Na druhé strané vesmiru si lze snadno
predstavit néjakou jinou chemii nebo biologii, ale prvocisla zistanou prvo-
Cisly bez ohledu na to, ve které galaxii pocitame.

V klasickém romanu Kontakt od Carla Sagana vyuzivaji mimozemstané
prvocisel jako technického prostfedku k navazani kontaktu s zivymi bytostmi
na Zemi. Hlavni hrdinka Ellie Arrowayova pracuje pro Organizaci pro vyhle-
davani mimozemskych inteligentnich tvor(i a nasloucha pfitom praskavym
zvuklim pfichazejicim z vesmiru. Jedné noci, kdyz jsou teleskopy zrovna
namifeny smérem ke hvézdé Vega v souhvézdi Lyry, se na pozadi obvyklého
Sumu nahle ozve podivny tepajici zvuk. Ellie okamzité rozpozna, o jaky ryt-
mus se jedna. Ozvou se dva udery, pak tfi, pét, sedm, jedenact a tak dale,
pfes vSechna prvocisla az do 907. Pak vSe zacne nanovo.

Kosmicky buben vyklepava hudbu, kterou pozemstané nemohou nepo-
znat. Ellie je pfesvédcena, Ze takovy rytmus musela vyvolat néjaka inteli-
gentni kultura. ,Je tézké si predstavit, Ze by néjaka radioaktivni plazma
vysilala tak pravidelné matematické signaly. Prvocisla byla zvolena proto, aby
upoutala nasi pozornost.“ Kdyby mimozemska civilizace vysilala naptiklad
posloupnost cisel vyhravajicich v néjaké mimozemské loterii, Ellie by je od
Sumu v pozadi nerozpoznala. Pfestoze soupis prvocisel ptisobi skoro stejné
nahodnym dojmem jako ¢isla tazena v loterii, jejich charakter pfesné urcuje
vybér kazdé jednotlivé polozky v tomto mimozemském vysilani. A prave diky
neménnosti této struktury Ellie pozna, Ze mimo Zemi existuje také Zivot.

Komunikace pomoci prvocisel ale neni jen science fiction. Oliver Sacks ve
své knize Muz, ktery si pletl manZelku s kloboukem pise o Sestadvacetiletych
dvojcatech Johnovi a Michaelovi, jejichZ nejintimnéjsi konverzace se odehra-
vala na bazi Sestimistnych prvocisel. Sacks pise o tom, jak je poprvé nachytal,
kdyz si v rohu mistnosti tajné sdélovali prvocisla: ,Na prvni pohled vypadali
jako néjaci znalci vina pfi ochutnavce néjakého hodné vzacného druhu, ktefi
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si sdéluji dojmy a v3elijaka sofistikovana hodnoceni.“ Sacks dlouho nemohl
prijit na to, o co dvojcatim vlastné jde. Jakmile ale prolomil jejich tajny kod,
naucil se zpaméti néjaka osmimistna prvocisla a zacal je kradmo vkladat
do konverzace hned pfi pfistim setkani. Dvojcata byla nejprve pfekvapena,
pak prekvapeni pteslo v hluboké soustfedéni, a nakonec v jasot nad tim, ze
nalezla nové prvocislo. Sacks si k hledani svych prvocisel vzal na pomoc
prvociselné tabulky, ale jak hledala sva prvocisla dvojcata, je naprosta zaha-
da. Mohli snad tito autisti¢ti ucenci vlastnit néjakou tajnou formuli, ktera
unikala generacim matematika?
Pfibéh téchto dvojcat ma Bombieri v obzvlastni oblibé.

Kdyz slySim tenhle pfibéh, nemohu se ubranit obrovské pokote a tizasu nad
tim, jak pracuje lidsky mozek. Ale rad bych védél, jestli maji moji matematicti
pratelé stejné pocity. Vidi snad také, jak bizarnim, jak zazratnym, ba dokonce
snad mimo tento svét lezicim nevidanym talentem tato dvojcata tak pfirozené
disponuji? Jsou si védomi toho, Ze se matematici po staleti usilovné snazi nalézt
zpusob, jak provadét to, co John a Michael délaji naprosto spontdanné - tedy
generovat a rozpoznavat prvocisla?

Dtive nez mohl nékdo pfijit na to, jak to délaji, byla od sebe dvojcata oddé-
lena ve véku tficeti sedmi let. Nafidili to jejich oSetfujici 1ékati, ktefi dosli
k zavéru, Ze jim jejich tajna numerologicka fe¢ brani ve vyvinu. Kdyby ti sami
lékati vyslechli nékterou z konverzaci, jaké casto slychame ve spolecenskych
mistnostech kateder matematiky na svétovych univerzitach, asi by ucastniky
téchto diskusi nechali téZ internovat.

Dvojcata pravdépodobné pouzivala k testovani prvociselnosti trik zalo-
Zeny na takzvané malé Fermatové vété. Tento trik je podobny zptisobu, jakym
autisticti ucenci rychle identifikuji, ze napfiklad tfinacty duben roku 1922
bylo ttery, coz je ukon, jenz byva casto predvadén v televiznich potadech.
Oba triky jsou zalozeny na takzvané modularni neboli hodinové aritmeti-
ce. Ale i kdyby neméli zadnou zazra¢nou formuli pro generovani prvocisel,
i tak byla jejich dovednost naprosto mimotadna. Pfed svym odloucenim se
dostali az ke dvacetimistnym ¢isliim, hodné daleko za hranice Sacksovych
prvociselnych tabulek.

Podobné jako Saganova hrdinka naslouchajici kosmickému prvocisel-
nému tepu nebo Sacks slidici za prvociselné se domlouvajicimi dvojcaty se
také matematici po staleti namahaji, aby zaslechli v tomto Sumu néjaky fad.
Podobné jako kdyz naslouchame vychodni hudbé zapadnim sluchem a nic
z toho, co slysime, nedava smysl. Pak ale pfislo 19. stoleti a nastal zasadni
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zlom. Bernhard Riemann se na problém podival z uplné jiného thlu. Ze
své nové perspektivy zacal nahle pozvolna odhalovat obrysy jisté struktury,
ktera by mohla byt odpovédna za prvociselny chaos. V pozadi za povrchnim
Sumem prvocisel se objevila necekana prchava harmonie. A¢ to byl obrovsky
krok kuptedu, nova hudba i tak stale ukryvala mnoha sva tajemstvi mimo do-
sah lidského ucha. Riemann, jakysi Wagner matematiky, se oviem nehodlal
nechat zdolat. O zahadné hudbg, kterou objevil, pronesl neslychané odvazné
proroctvi. Tato predpovéd pak vesla ve znamost jako takzvana Riemannova
hypotéza. Ten, kdo prokaze, ze Riemannova intuice tykajici se podstaty této
hudby byla spravna, zaroven nalezne vysvétleni toho, Ze se prvocisla vyzna-
¢uji tak presvédcivou zdanlivou nahodilosti.

Riemanntv vhled do problému byl dasledkem jeho objevu jistého mate-
matického zrcadla, skrz které na prvocisla nahliZzel. Alencin svét se zménil
k nepoznani, kdyz prolezla zrcadlem. Zato v podivuhodném svété za Rieman-
novym zrcadlem se zdalo, Ze se chaos kolem prvocisel pfeménil ve strukturu
s nejlepsim moznym uspofadanim. Riemann vyslovil domnénku, Ze tento
fad bude pokracovat neustale bez ohledu na to, jak daleko do nekonec-
ného prostoru za zrcadlem se vydame. Kdyby mu jeho pfedpoveéd vnitini
harmonie vzdalenéjsi strany od zrcadla vysla, pfinesla by konecné vysvét-
leni toho, pro¢ se chovani prvocisel jevi navenek tak chaotické. Proménu
zptsobenou Riemannovym zrcadlem, které méni chaos v fad, povazuje vét-
Sina matematikt za bezmala zazra¢nou. Riemann zanechal matematickému
svétu vyzvu spocivajici v ovéfeni toho, ze fad, ktery domnéle objevil, tam
skutecné je.

Bombieriho e-mail ze 7. dubna 1997 sliboval zacatek nové éry. Mozna, ze
nakonec Riemannova vize nebyla jen preludem. Aristokrat matematiky nabidl
koleglim tizasnou Sanci na objasnéni zdanlivého chaosu v chovani prvocisel.
Matematici by se neprodlené a s nadSenim mohli dat do vykopavani mnoha
dalsich pokladd, k jejichZ nalezeni jim staci pouze jeden kriicek - vyfeSeni
Riemannova velkého problému.

Ptipadné vyfeSeni Riemannovy hypotézy by mélo nedozirné nasledky pro
osudy mnoha dalsich matematickych otazek. Prvocisla jsou natolik stéZejni
pro kazdého profesionalniho matematika, ze jakykoli pralom v porozuméni
jejich podstaté by mél vskutku masivni uc¢inek. Riemannové hypotéze se, jak
se zda, nelze vyhnout. Jak se tak matematici pohybuji po zahybech mate-
matické krajiny, vypada to, Ze kazda z cesticek nutné vede kolem alespon
jednoho mista, jez skyta néjaky velkolepy vyhled na Riemannovu hypotézu.
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