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KRASA MATEMATICKEHO DUKAZU

urkard Polster



Venovdno s ldskou Anu. Ta tomu vsemu rozumi. . .

Citim se zavdzdn mnoha matematikiim z minulosti i pfitomnosti, z jejichZ
ndpadii a myslenek jsem tuto knihu sestavil. Dékuji Mary Rossové a_Johnu
Stillwellovi za jejich kritiku a podnétné pripominky. Konecné dékuji z celého
srdce také Johnu Martineauovi a Daudu Suttonovi, ktefi mi byli trpélivymi
pritvodci a pomocniky pri otevirdni onoho oka cyklonu, jeZ vede primo do
nddherného svéta matematického ditkazu.

Gralf i

1 = obsah ctverce = 1/2 + 1/4 +.1/8 + 1/16 + ... /2 obsahu ctverce = 1/3 +1/9 + 1/27 + ...

Dwé nekonecné tfady na podnosu, pfipravené k poddvdni.
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trdjuh'elm'k - Etverec -~ pétitthelntk — Sestiiihelnik ~ sedmithelnik osmiuheln’ik
meddny mnohotthelnik e konvexni dvojrozmérny iitvar s identickymi stranami a 1ihl ly.
' Extstu; fich nekonecné mnoho. ' SO

'.'cvtyr“stén - osmisteén dvanacnsten : krychle dvaceistén
© - Pravidelny mnohostén fe. Konvexni trojrozmérné téleso, jehoZ vSechny stény jsou identické, maji
tvar pravidelného mnohotthelniku a u kazdého vrcholu se jich sejde stejnj pocet. Na obrdzku -
nahore vidime riizné zpitsoby, }ak P it t7i nebo vice pravidelnyich mnohotthelnikii v ;ednom bodé
o ak, aly ndm este zbylo misto na jejich prehnurl do tFetf dimenze. Dd s¢ dokdzat, 7 nvedené

: _metody k sestrojent prostormych rohu sou svého druhu unikdnt, tedy edme nioZné, a Ze vedou‘

ke konsrruka proslu lich peéti pmwdelrpzch teles.

"Srejnbu tivahou je mozné ovéfit, Ze existujt }en tFi moZnosti, jak vydldzdit beze zbytku celou
' " rovinu pomoct ste]nych pmwde[rych mnohotthelnikit.



UvOD

Existuje nékolik matematickych objekt, jejichz krasu je schopen vychutnat
uplné kazdy. Jako priklad poslouzi tfeba pravidelné mnohothelniky nebo
mnohostény. Ty v dokonalosti pfedéi snad uz jediné kruh nebo koule. A co
takova Pythagorova véta, Ghelny kimen pravothlého svéta, kterym se zimérné
obklopujeme? Nebo kuzelosecky, které popisuji drahy nebeskych téles?

Jen malo lidi ov§em oceni vice nez par zikladnich aspektt ptvabu nad-
herného svéta matematiky. Odhaleni podstatné ¢asti této krasy je totiz obvykle
doprano vyhradné matematikam, a to jesté pouze pfi studiu ¢i vymysleni
mistrné vysoustruhovanych dtkaza, na které jen tak tak dosihne pouze par
téch nejlépe trénovanych mozka svéta.

Pokud chei ja jakozto matematik verejné prohlasit, ze jsem ovéfil pravdi-
vost tvrzeni néjaké véty, provedu to tak, Ze na konec jejtho ditkazu pripii tri
pismena Q. E. D.To je zkratka latinského slovniho obratu quod erat demon-
strandum (do Cestiny se diive prekladalo C.B.D.— ,,coz bylo dokazati“, neboli
,,coz mélo byt dokizino*). Takze Q. E. D. je na jedné stran¢ milnikem pravdy
a matematické krasy, na druhé strané ovSem zaroven reprezentuje zdinlive
nedosazitelnou stranku této pravéké védy.

, Q. E. D. ale najdeme také na konci nékterych prekvapiveé tzasné jed-
noduchych a oku lahodicich dikazt. Sbirkou nékolika takovych zazraénych
klenott, jakoz i myslenek v jejich pozadiVas provede tato knizka, kterd byla
napsina pro kazdého, koho zajima krisa matematiky ukrytd pod povrchem.

Melbourne, cervenec 2003



PRORADNA PRAVDA

co je to vlastné ditkaz

V matematice, podobné jako v prirodnich védich, mtzeme udélat pokus
nebo ovéfit nékolik pripadi,a podle vysledku zformulovat uréitou domnénku.
V matematice viak dukaz nelze nahradit Zidnym experimentem, at uz nase
domnénka vypada sebevice prirozena a zjevna. Podivejme se trebas na to, na kolik
oblasti 1ze nejvyse rozdélit kruh spojnicemi 1,2, 3,4, 5 a 6 bodt na jeho obvo-
du (dole). Piekvapive to je 1,2,4,8,16 a... 31, nikoli 32 (1), jak by se dalo ¢ekat.

Nebo se podivejme tieba na proslulou Goldbachovu domnénku. Ta tvrdi, ze
kazdé sudé cislo vétsi nez dvé je souctem dvou prvocisel, jako napiiklad 12 =5+ 7
nebo 30 = 23 + 7.Tvrzeni domnénky bylo sice ovéteno pro mnoho miliond
pripadd, avak dokud nebude nalezen dtikaz, nemuzeme si nikdy byt zcela jisti,
Ze ji tfeba hned ten pristi pripad, ktery nékdo zkusi provéfit, nevyvrati.

Dukaz matematického tvrzeni by mél byt co nejsrozumitelnéjsi, co
nejelegantndsi, a hlavné co nejnizornéjsi. Podivejme se (naproti nahote) na dtikaz
tvrzeni, ze se ¢islo 0,9999... (jehoz nekoneény desetinny rozvoj je slozen ze samych
devitek) rovna ¢islu 1. Ten uvedené pozadavky nepochybné splnuje. Jeho hlavni
myslenku lze navic velmi snadno upravit k pfeméné mnoha ¢isel s obavany-
mi periodickymi rozvoji do podstatné prijemnéjsich tvara. Dtikaz tvrzeni, ze
Sachovnici zbavenou dvou protilehlych rohovych poli¢ek neni mozné pokryt
dominovymi kostkami (naproti dole), je dalsim takovym prikladem. A i tento

dikaz lze samoziejmé pouzit pro mnoho dal§ich typt zmrzadenych Sachovnic.

LoV



Véta:

Dlkaz: Nechtx=o0 9997

10 X=9,999... .
- X=0,999...
. =9 X=09,000...

Tedy x = 1>,oovo;..

Q.E.D.

¢ snadné pokryt obycejnou sachovnici dominovymi kostkami. Sachovnici zbavenou dvou
) i Wy

protilehlych rohovyjch policek jimi vsak pokryt nelze.

_ J.i_ Dukaz: Pri jakémkoli dldzdéni pokryje jedna dominovd kostka vidy jed-
no cerné a jedno bilé policko. Pokazdé tedy pokryjeme stejny pocet biljich

H | J p iy pokryjeme stejnj pocet bily
] ﬂ. a cernjch policek. Na nasf upravené Sachovnici je ale bilych policek o dvé
E B

méné nez Cernjch a proto ji' dominovymi kostkami nelze pokryt. Q. E. D.



PYTHAGOROVA VETA

ditkaz fezanim

Slavna Pythagorova (asi 569—475 pt.n.l.) véta pravi, Ze v pravothlém troj-
uhelniku se ¢tverec nad nejdel’i stranou (preponou) rovna soudtu ¢tverct
nad odvésnami (naproti nahofe). Dnes se to algebraicky zapisuje a? + b = &

Dukaz: Poskladdme Ctyfi stejné kopie daného pravothlého trojahelniku se
stranami 4, b a ¢ do velkého Ctverce o strané a + b tak, aby ve Ctverci zlstala
volna dvé ¢tvercova policka o strandch a a b (naproti, uprostied vlevo). Ve stej-
ném c¢tverci lze tytéz ¢tyri trojhelniky usporadat tak, aby uprostted velkého
¢tverce zustal volny jeden ¢tverec o strané ¢ (naproti, uprostied vpravo).V obou
pripadech se obsah nepokryté plochy rovnd obsahu velkého ¢tverce minus
¢tyrnasobek obsahu daného trojthelniku. Tudiz se soucet obsahti dvou ¢tverca,
tedy a’ + b7, rovna obsahu ¢tverce & Q. E. D.

Plati i naopak (nutny je ovS§em novy diikaz), Ze JESTLIZE strany trojdhelniku
spliuji vyse uvedeny vztah, Ak je tento trojihelnik pravodhly.

Prirozena &isla, kterd vyhovuji rovnici a? + b? = & se nazyvaji pythagorejsky-
mi trojicemi. Staroveka konstrukce pravého thlu pomoci smycky vytvorené
z provazku s 3 + 4 + 5 = 12 uzly stejné¢ od sebe vzdalenymi (dole vievo), je
zaloZena na pythagorejské trojici 3 : 4 : 5. Babylonska hlinén tabulka (Plimpton
322), na niz nalezneme trojice ¢isel odpovidajici pythagorejskym trojicim (dole

vpravo), naznacuje, ze slavna véta byla mozna znima davno pred Pythagorem.

A U A A A
T 1 <5 9t v 1207 = 169
T<E " ¥l 3197 + 3607 = 48°
K< G 22007+ 27007 = 35417



Jestlize misto ctvercit priloZime ke strandm trojithelniku jakékoli jiné tFi vzdjemné si podobné
tievary, pak lze opét dokdzat, Ze obsah nejvétsiho z nich bude roven souctu obsahii dvou mensich.




JEDNODUSE A NA ROVINU

zikladni ndstroje diikazii

Eukleidova (pfiblizné¢ 325-265 pt. n. 1.) kniha Zdklady nastavila latku
matematické daslednosti jiz pred velmi divnou dobou. Protoze jde o jednu
z nejoblibenéj§ich ucebnic viech dob, promitl se jeji obsah z velké &asti také
do naseho kulturniho dédictvi.

Ve tfinicti dilech své knihy vybudoval Eukleides slozZitou sit vét, jejichz
hloubka neustale nartsta. Tvrzeni jsou propojena logickymi argumenty
a vechna jsou postupné odvozena z nékolika intuitivnich faktt, zvanych
axiomy &1 postuldty.V ramci pripravy na zbyvajici ¢ast této knihy vyjdéte ze
¢yt jednoduchych faktt uvedenych vpravo a zkuste s jejich pomoci dokézat
véty uvedené vlevo.

K tomu musite byt schopni na prvni pohled rozeznat dva rtzné typy ,,stej-
nosti* dvou trojahelnika. Dva trojthelniky jsou podobné, jestlize maji stejné thly.
Vzhledem k tomu, Ze dvéma thly v trojahelniku je jiz urcen tfeti Ghel, stac
k dikazu podobnosti dvou trojahelnikt ovéfit, Ze maji alespon dva ahly stejné.
Dva trojthelniky jsou shodné, jestlize maji stejn¢ dlouhé strany. Tento pfipad na-
stavd, pokud je alespon jedna z péti kombinaci tff Ghl a t¥ stran naznacenych
na obrizku dole vlevo shodnd u obou trojihelnikt. Napfiklad na diagramu
dole vpravo jsou dva $edé trojuhelniky shodné, protoze maji stejné dvé strany
ra m ajeden pravy thel, ¢imz je ovéfena shodnost jedné z uvedenych kombi-

naci. Odtud déle plyne, Ze jsou také oba tseky s a  na te¢nich ke kruhu shodné.

(i strany /(J e

dvé strany jedna strana
a jeden tihel a dva ﬂhly




Soucet tilii v trojithelniku. = Jsou-li piimky k a [ rovnobézné,

e
[

pak a = B

(83 :8

@ B

Soucet thlit o0 + B +y =180 °.

Jestlize

pak o + B +y = 180 .

Thaletova véta:

JestliZe a =

AN

pak o = B, a naopak.

Hornf tthel & + B = 90 °.

Kvadratura obdélniku:

Pro podobné trojithelniky

b <A
A‘A PN

PAR/N

plan’ ala = b/b.

obsah ctverce = a* = be = obsah obdélniku
(z podobmosti trojithelnikii a/c = b/a).



NAJDETE PI V PIZZE?
zahady kruhu

Eratosthenes z Kyreny (276—194 pf. n. 1.) se proslavil svou takzvanou
kolacovou metodou vypocltu obvodu Zemé, zalozenou na vzdilenosti Ale-
xandrie od Syeny (dne$ni Asuin) a thlu stinu v Alexandrii v okamziku,
kdy v Syené¢ Slunce svitilo az na dno hluboké studny. Pomoci vzorce
priomér kruhu X T = obvod kruhu spocital také pramér Zemé. Nastésti jeho
kolega Archimedes, s nimz si dopisoval, poskytl pro onu tézko polapitelnou
hodnotu zihadného ¢isla  velmi rozumny odhad.

Vzhledem k tomu, Ze 7 je obvod kruhu s pramérem rovnym jedné, je toto
¢islo nepochybné vétsi nez obvod jakéhokoli pravidelného mnohothelniku
vepsaného do kruznice a mensi nez obvod jakéhokoli mnohothelniku kruznici
opsaného (naproti nahote). Cim vice stran onen mnohothelnik bude mit, tim spiSe
se bude jeho obvod blizit obvodu kruhu. Nastésti je snadné vypocitat z obvodu
jednoho takového mnohothelniku obvod mnohouhelniku o dvojnisobném
poctu stran (naproti uprostred). Archimedes vySel z pravidelného $estiGhelniku
a postupné spocital obvody pravidelného dvanictitthelniku, ¢tyfiadvacetithelniku
a dile mnohothelnikt o 48 a 96 stranich, ¢imz odhadl hodnotu ¢isla pi mezi
hodnotami 3 10/71 a 3 10/70. Posledné uvedena hodnota je rovna 22/7, coz je
odhad hodnoty 7, ktery se pouzivd v mnoha ucebnicich dodnes. Pouzijeme-li

misto estitthelniku jako vychozi mnohothelnik ¢tverec (naproti dole), dostaneme

G707 /é m\p“\’“"
Alexandrie oy u\gt\\\(‘l't ¥
e ==
s
o | Syena

602 360 °

vé.visece  athel stinu v Alexandrii

vzorec pro aproximaci ¢isla 7.

obvod Zemé
vzddlenost Alexandrie od Syeny — ik
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